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WSTEP

Rozwdj nowoczesnego, innowacyjnego i efektywnego zarzadzania i planowania
jest obecnie niemozliwy bez wykorzystania metod statystyczno-matematycznych wspieranych
nowoczesng informatyka.

Klasyczne sposoby zarzadzania uslugami w logistyce, oparte jedynie o intuicj¢
oraz doswiadczenie decydenta, stajg si¢ coraz mniej efektywne, a coraz czeSciej nietrafne
i nieuzasadnione. Obserwuje si¢ zatem wzrost zainteresowania metodami usprawniajgcymi
proces zarzadzania. Mozliwo$ci tych upatruje si¢ w coraz powszechniejszym stosowaniu
metod ilo$ciowych zwanych matematycznymi oraz informatyki.

Postgpujaca matematyzacja i informatyzacja nauki wymusza budowanie i stosowanie
ilo§ciowych (matematycznych) modeli rowniez w logistyce. Totez w §rodowisku badaczy
naukowych roénie zrozumienie potrzeby i nieuchronno$¢ matematyzacji dziatania systemow
logistycznych.

W procesie zarzadzania badanym obiektem z regulty wykorzystywane sa odpowiednie
prognozy w celu podejmowania racjonalnych decyzji. Stwierdza si¢ wtedy, ze prognozy te
wspomagaja proces efektywnego zarzadzania obiektem.

Celem mojej pracy jest zaprezentowanie nowej — nowatorskiej metody budowania
prognoz wspomagajacych proces zarzadzania uslugami przedsigbiorstw logistycznych
na podstawie praw funkcjonowania probabilistycznego systemu logistycznego, czyli modeli
analitycznych tych proceséw w postaci pewnych uktadow réwnan.

Praca sktada si¢ z dwoch czgsci.

Czgs$¢ 1 obejmuje dwa rozdziaty, z ktorych pierwszy poswigcony jest przegladowi
wybranych modeli matematycznych wystepujacych w logistyce, drugi za$ przedstawia
podstawowe kierunki badan stosowane w prognozowaniu.

Czes¢ 11 prezentuje moj autorski wkiad do tej pracy i sktada si¢ z o§miu rozdziatow.
Pierwszy z nich opisuje badany przeze mnie system logistyczny. W rozdziatach: 2 i 6
przedstawitam matematyczng analiz¢ funkcjonowania badanego przeze mnie systemu
logistycznego w dwoch rozpatrywanych wariantach. Rozdzialy: 3, 4 1 7 zawieraja
zbudowany, na podstawie tej analizy, probabilistyczny model funkcjonowania badanego
systemu w obu wariantach. Model ten umozliwit wyznaczenie prognoz wielkosci
charakteryzujacych dziatanie tego systemu, ktoére sa zaprezentowane w rozdziatach 5 i 8
czedei 11 tej pracy.

Analiza dziatania badanego przeze mnie systemu logistycznego pozwolita mi uzyskac
dwa warianty mojego autorskiego probabilistycznego modelu funkcjonowania tego systemu
w postaci uktadow matematycznych réwnan (zob. rozdz. 2, 3 14 oraz 6 i 7 czgéci 1l tej pracy).

W oparciu o uzyskany model podalam réwniez moja autorska — nowatorska metode
wyznaczania prognoz (zob. rozdz. 5 i 8 czgsci II). Prognozy te zaleza od parametréw
badanego systemu logistycznego.

Jezeli prognozy te okaza si¢ niekorzystne dla dzialania systemu logistycznego,
to istnieje mozliwos¢ ich korekty poprzez korekte wartosci parametrow dziatania tego
systemu, w celu uzyskania prognoz, ktére wskaza zarzadzajacym decydentom na efektywne
realizowanie interesow swoich klientow. Takiej mozliwosci korekty nie dajg prognozy
uzyskane na podstawie szeregow czasowych.

Jest to moja nowatorska metoda wspomagajgca proces zarzadzania ustugami. Oparta
jest ona o analize¢ dziatania systemu logistycznego prowadzaca do uzyskania przeze mnie
dwoch wariantéw autorskiego probabilistycznego modelu dziatania tego systemu (zob. rozdz.
3,417 czesei ID).

Charakterystyki te oraz odpowiednie prognozy, zalezne od parametrow dziatania
badanego systemu wraz z mozliwoscia ich wykorzystania do wspomagania procesu



zarzadzania oraz do podnoszenia gospodarczej konkurencyjnosci przedsigbiorstw
logistycznych, zaprezentowatam w rozdziatach: 4, 5 i 8 czesci Il pracy.

Ponadto zbudowane przeze mnie iloSciowe (matematyczne) narze¢dzia tworza
dla programistow teoretyczno-metodologiczne podstawy budowania symulacyjnych
programo6w informatycznych wspomagajacych proces decyzyjny.

Zadajac okreslone warto$ci parametrow systemu mozna uzyskiwaé¢ konkretne
prognozy funkcjonowania systemu logistycznego. W przypadku za§ uzyskania
niekorzystnych prognoz model mdj pozwala na zmian¢ wartosci parametrow systemu i taki
ich dobor, ktory spowoduje uzyskanie korzystnych prognoz funkcjonowania przedsigbiorstwa
logistycznego, a tym samym zapewni wzrost jego gospodarczej 1 finansowej
konkurencyjnosci. Jest to podejscie innowacyjne i dotad nieznane.

Aktualnie takich modeli w logistyce nie ma. Stad tez wykorzystanie zbudowanego
przeze mnie probabilistycznego modelu oraz zaprezentowanej metodyki prognozowania
jest niezbednie potrzebne i w pelni uzasadnione oraz stanowi podstawe wykorzystania
symulacji w nowoczesnej logistyce.



CzESC1
1. Wybrane ilo§ciowe (matematyczne) modele w logistyce.

Opisujac funkcjonowanie systemu logistycznego w jezyku matematycznym tworzy si¢
jego ilosciowy (matematyczny) model w postaci rownania lub ukladu réwnan
matematycznych o powigzaniach ilo$ciowych migdzy zmiennymi wielko$ciami, ktore ten
system logistyczny charakteryzuja.

Metodologia procesu modelowania wyrdznia kilka typow modeli iloSciowych
(matematycznych). Sg to m.in. modele:

e deterministyczne, w ktorych parametry sa znane i stale,

e stochastyczne, w ktorych parametry sa zmiennymi losowymi o znanym rozktadzie

prawdopodobienstwa,

e operacyjne o krotkim horyzoncie czasu,

e strategiczne o dalekosieznych nastepstwach,

e optymalizacji jedno- lub wielokryterialnej,

e liniowe wchodzace w zakres technik obliczeniowych i programowania liniowego.

Z doktadnego przegladu literatury naukowej dotyczacej metod i modeli iloSciowych
(matematycznych) wspomagajacych proces zarzadzania ushlugami na podstawie praw
funkcjonowania systemu logistycznego wynika, ze metody i modele te maja charakter
wycinkowy i zbyt ogolny.

Oto przyklady aktualnego zastosowania metod iloSciowych (matematycznych)
w logistyce.

W ocenie niezawodnos$ci systemu logistycznego ([130]) pierwszoplanowe znaczenie
ma zwykle czynnik czasu. Z tego wzgledu, jako miar¢ niezawodno$ci R(¢), przyjmuje si¢
prawdopodobienstwo P zrealizowania okre§lonego zadania w zatozonym limicie czasu ¢,
czyli:

R(6)=P(T <1,) )

gdzie:
T — losowy czas realizacji okreslonego zadania (np. dostawy),
to — zalozony (zdeterminowany) limit czasu na wykonanie zadania.

Jesli ponadto uwzgledni¢ postulat, ze okreslone zadanie powinno by¢ zrealizowane
wha czas”, czyli z okre§lona tolerancja czasowa Ar (nie za wczesnie, a takze bez nie
akceptowalnych opoznien), to wowczas niezawodnos¢ systemu logistycznego mozna okreslic
jako prawdopodobienstwo:

R(z):P(zO—%qu[ﬁ%} 2)

gdzie:
At — dopuszczalny przedziat czasu na realizacje okreslonego zadania logistycznego.

Niezawodno$¢  techniczna  systemu logistycznego -  zdefiniowana jako
prawdopodobienstwo bezawaryjnego dzialania podsystemu przeptywu materialow - zalezy
nie tylko od niezawodnosci poszczegdlnych jego sktadnikow, ale rowniez od uktadu
i wzajemnych relacji migdzy elementami tworzacymi strukturg tego podsystemu.

W tym kontekécie analizuje si¢ systemy o strukturach: szeregowej, rownoleglej,
szeregowo — rownoleglej, rownoleglo — szeregowej oraz progowej. Niezawodno$¢ takich
systemoOw rozpatrzono ponize;.



Podsystem o strukturze szeregowej przedstawiony jest na rys. 1.

Niezawodno$¢ Ry, podsystemu o strukturze szeregowej (rys. 1) zawierajacego
n — elementdow wyraza si¢ iloczynem niezawodnos$ci poszczegdlnych elementow — zgodnie
Z tym:
R =R -R,-..-R, 3)
Z wyrazenia (3) wynika, ze w podsystemie logistycznym o strukturze szeregowej:
e niezawodnos¢ jest tym wigksza, im mniej jest elementow sktadowych,
e niezawodno$¢ nie moze by¢ wicksza od niezawodnosci elementu najbardziej
zawodnego (efekt najstabszego ogniwa),
e w przypadku duzej liczby elementow skladowych nawet duza niezawodnosé
pojedynczego elementu niewiele wplywa na niezawodno$¢ catego podsystemu,
e niezdatno$¢ chociaz jednego elementu powoduje niezdatnosé¢ catego podsystemu.
Podsystem o strukturze rownoleglej przedstawiony jest na rys. 2.

i [

Rys. 2. Podsystem logistyczny o rownolegtej strukturze funkcjonalnej (zrodto: [130]).

Charakterystyczna cechg podsystemu o strukturze roéwnoleglej (rys. 2) jest fakt,
ze funkcjonuje on poprawnie, jesli co najmniej jeden z jego elementow skladowych
jest w stanie zdatnosci.

Zawodno$¢ (prawdopodobienstwo uszkodzenia) Fprj podsystemu o strukturze
rownoleglej, zawierajacej n — elementdw, wyraza si¢ iloczynem zawodnosci poszczegdlnych
elementow sktadowych Fiiii).

Zgodnie z tym, niezawodno$¢ (prawdopodobienstwo poprawnej pracy) takiego
podsystemu jest rowna:

R =1-(1-R)-(1-Ry)-...(1=R,) “)



Ze wzoru (4) wynika, ze niezawodnos$¢ podsystemu o strukturze rownoleglej jest tym
wigksza, im wiecej elementow zawiera ta struktura. Z tego wzgledu — w celu zwigkszenia
niezawodnosci systemow o strukturze rownoleglej — wprowadza si¢ czgsto pewna liczbg tzw.
elementow nadmiarowych (rezerwowych).

Podsystem o strukturze szeregowo - rownoleglej przedstawiony jest na rys. 3.
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Rys. 3. Podsystem o szeregowo - rownoleglej strukturze funkcjonalnej (zrodto: [130]).
Podsystem o strukturze szeregowo — rownoleglej (rys. 3) stanowi szeregowe

potaczenie n- zespotow, z ktorych kazdy zawiera m;- elementow potaczonych rownolegle.
Podsystem o strukturze szeregowo - rownoleglej jest w stanie zdatnosci wowczas,
gdy kazdy z jego n- zespotdw, funkcjonuje poprawnie (jest zdatny).
Niezawodno$¢ podsystemu o szeregowo - rownoleglej strukturze funkcjonalnej
(rys. 3), zawierajacej n — zespolow, z ktorych kazdy posiada mi- réwnolegle potaczonych
elementow, jest rOwna:

R, = ﬁ{l—ﬁ(l —Rij)} )

przy czym:
R;; — niezawodno$¢ i - tego elementu zainstalowanego w j - tym zespole.

W przypadku szczegdlnym, gdy podsystem o strukturze szeregowo - rownoleglej
jest jednorodny i regularny — czyli posiada jednakowa liczbe takich samych elementéw
sktadowych w poszczegdlnych zespotach — to niezawodno$é R jest rOwna:

R, =[1-(1-R™)J" (6)

Podsystem o strukturze rownoleglo — szeregowej przestawiony jest na rys. 4.
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Podsystem o rownoleglo - szeregowej strukturze funkcjonalnej (rys. 4) stanowi
rownolegle potaczenie n - zespotdow, z ktorych kazdy zawiera m; - elementow potaczonych
SZeregowo.

Podsystem o strukturze rownoleglto — szeregowej jest w stanie zdatnosci (funkcjonuje
poprawnie) wowczas, gdy przynajmniej jeden sposrod jego n - zespotow jest zdatny, a jego
niezawodno$¢ Ry jest rowna:

R,‘X:I—ﬁ[l—ﬁ(l—Rij)j @)

przy czym:
R;; - niezawodno$¢ i - tego elementu zainstalowanego w j - tym zespole.

W szczegdlnym przypadku, gdy podsystem jest jednorodny i regularny — czyli posiada
jednakowa liczbe takich samych elementow sktadowych w poszczegdlnych zespotach — to
niezawodnos¢ R, jest rowna:

R, =1-(1-R")" ®)

Szczegdlnym przypadkiem podsysteméw logistycznych przeptywu materiatow
sa podsystemy o tzw. strukturze progowej. Podsystemy progowe (zwane podsystemami typu
»k z n”) sa w stanie zdatnosci, jesli k£ sposrod n elementéw sktadowych (przy czym 1<k<n)
jest zdatnych (funkcjonuje prawidlowo).

W podsystemach progowych typu ,, k z n” dopuszcza si¢ zatem uszkodzenie pewnej
ustalonej z gory liczby elementow (n-k), ponizej ktorej obiekt jest uznawany za zdatny.
Dla kazdego obiektu progowego typu ,, k z n” definiuje si¢ parametr p - tzw. prog obiektu:

0<p=Ffei )
n

Na tej podstawie podsystemy (obiekty) progowe typu ,, k z n” klasyfikuje si¢ jako:

e obiekty mniejszos$ciowe, dla ktorych p =k/n <0,5;

e  obiekty rownosciowe, dla ktorych p =k/n =0,5;

e obiekty wigkszosciowe, dla ktorych 0,5 <p =k/n < 1,0.

Proste podsystemy o strukturze szeregowej lub strukturze rownoleglej
sg szczegdlnymi przypadkami obiektow progowych, a mianowicie:

e podsystem szeregowy (rys. 1) jest obiektem progowym typu ,,n z n”,

e podsystem rownolegly (rys. 2) jest obiektem progowym typu ,,1 z n”.



Ocena niezawodno$ci dzialania systemow logistycznych z uwzglgdnieniem
prawdopodobienstw spelnienia poszczegdlnych zadan czastkowych, okreslonych klasyczna
regula ,,7R”, definiuje si¢ nastgpujaco ([130]):

P :NKP".P :NC‘P’.P :Nccu. »chn‘.
cpr N > Lepl N > Lecu N > Leti N ’ (10)
N, cql N, cqt N, g
P,=—5P, =—% P, =—;
N N N
gdzie
P - prawdopodobienstwo zapewnienia i-tej cechy dziatania systemu
logistycznego,
N - liczba wszystkich zrealizowanych zadan (dostaw),
Nepr — liczba prawidtowych produktow,
Nept — liczba produktéw dostarczonych do wlasciwego miejsca,
Neew — liczba produktéw dostarczonych do wlasciwego odbiorcy (klienta),
Nei = liczba produktow dostarczonych we wlasciwym przedziale
czasowym,
Negt — liczba dostarczonych produktow o wiasciwej jakosci,
Negt — liczba produktéw dostarczonych we wlasciwej ilosci,
Neqe — liczba produktow dostarczonych po witasciwej cenie.

Jesli poszczegdlne cechy systemu logistycznego (zdefiniowane regula ,,7R”)
sg statystycznie niezaleznymi zmiennymi losowych i znaczenie tych cech dla odbiorcy jest
takie samo (jednakowe wagi), to dla tak zdefiniowanego systemu mozna okresli¢ tzw.
wskaznik ,,perfekcyjnej realizacji zaméwienia” ([125]):

R,=p_.P .P_.P_..P -P P, 1n

cpr “epl e cti cql “eqt T ed

Jesli jednak poszczegdlne cechy (wymaganla) systemu loglstycznego majg rézne
znaczenie dla odbiorcy, to fakt ten nalezy uwzgledni¢c — wprowadzajac wektor wag
czastkowych:

w= [W(pr sWepts Weews Weis Wegrs Woegs Wego (12)

przy czym skladowe tego wektora zawieraja si¢ w przedziale <0,1> i ponadto
spelniajg warunek:

W P W W Wt W W W, =1 (13)

Zgodnie z tym, dla systemu logistycznego, ktorego cechy majg roézne znaczenie
dla odbiorcy koncowego, wskaznik ,perfekcyjnej realizacji zamowienia” wyraza si¢
nastepujaco:

Ry,=P  -w,+P -w +P -w,+P, -w, +P -w +P -w +P, -w, (14)

cpr cpr cpl cpl cql cql
W ocenie niezawodno$ci systemow logistycznych stosowany jest tzw. wskaznik OTIF
(On-time, In-full, Error-free), zdefiniowany nastgpujaco ([130]):

OTIF=P_P_P_, (15)
gdzie:
Por — prawdopodobienstwo zrealizowania zamowienia na czas,
P — prawdopodobienstwo zrealizowania kompletnego zamowienia,
Per — prawdopodobienstwo zrealizowania zamoéwienia bez wad.

W mysl wskaznika OTIF (15), perfekcyjnie zrealizowane zaméwienie jest wtedy, gdy:
e towar zostat dostarczony bez zadnego op6znienia,



e dostarczono wszystkie elementy zamowienia,

e 7aden element dostawy nie zostal w procesie logistycznym uszkodzony.

Przyktadem takiego ujecia zagadnienia jest niezawodno$¢ podsystemu transportu
wewnetrznego w logistycznym systemie magazynowym, ktora jest oceniana w kategoriach
dwustanowych, tj. stanu zdatnoS$ci oraz stanu niezdatnosci.

Kolejnym zagadnieniem, w ktorym mozna doszuka¢ si¢ iloSciowego
(matematycznego) modelu, jest metoda ekonomicznej wielkosci zaméwienia (Economic
Order Quantity — EOQ).

Polega ona na poszukiwaniu kompromisu miedzy kosztami utrzymywania zasobu
towarow i kosztami skladania zamoéwien. Podstawowe zatozenia prostego modelu EOQ
uzupehiania towardw sa nastepujace’ ([42]):

e ciagla, stala i znana wielko$¢ popytu,
staly i znany cykl uzupetnienia zasobu towaréw (czas dostawy),
petne zaspokojenie popytu,
state koszty zakupu i transportu, niezalezne od wielkosci zamowienia i czasu,
brak towaréw w drodze,
towar jest jednorodny (jeden asortyment)
nieskonczony horyzont planistyczny,
nieograniczona wielko$¢ dostepnych $rodkéw finansowych (kapitatu).

Ekonomiczng wielko$¢ zamodwienia wyznacza punkt, w ktorym ltaczne koszty
sktadania zamowien i utrzymania towardw sa najnizsze. Warto$¢ liczbowa ekonomicznie
uzasadnionej wielkosci zamowienia oblicza si¢ ze wzoru ([38]):

2RA

0= o (16)
gdzie:
R - popyt roczny na dany asortyment,
A - koszt zamawiania jednostki asortymentu towarowego,
v - warto$¢ jednostki zapasu,
wo- procentowy udziat kosztow zasobu towarow danego asortymentu

w ogoblnych kosztach

Ekonomiczna wielko§¢ zamowienia, obliczona na podstawie wzoru (16), moze
wymagaé skorygowania z powodoéw np. zmian kosztow transportu lub upustow cenowych.
Na og6t jednostkowe ceny transportu zaleza od masy lub wielkosci (gabarytow)
przewozonego tadunku. Przy transporcie matych tadunkéw cena przewozu jednostki masy
(np. 1 tony) jest na ogoét wyzsza, niz w przypadku duzych tadunkoéw. Ponadto, przy wigkszych
zamowieniach dostawcy stosuja zwykle wigksze upusty cenowe. Wplywa to na zmiang
zatozen wyjsciowych prostego modelu EOQ i powinno by¢ uwzgledniane przy obliczaniu
ekonomicznej wielkosci zaméwienia wg wzoru (16).

Modele ilosciowe (matematyczne), w postaci jedynie konkretnych wzoréw,
sa obecne przy badaniu wydajnosci systemow logistycznych.

Wsréd — czynnikdw  charakteryzujagcych — podsystemy  przeptywu  materialow
pod wzgledem technicznym szczegblne znaczenie maja nastepujace.

"'Coyle J. J., Bardi E. J., Langley C. J. Jr.: Zarzadzanie logistyczne. PWE, Warszawa 2010, s. 49.



e Wydajno$¢ teoretyczna komponentdw  podsystemu  transportowego  Q
(tzw. przepustowo$¢), wynikajaca z wartoSci parametrow technicznych
poszczegdlnych  $rodkdéw  technicznych tworzacych —struktur¢ podsystemu.
Miernikiem przepustowosci jest maksymalna liczba/masa tadunkéw w jednostce
czasu, ktore moga teoretycznie przeptywaé poprzez poszczegdlne elementy
podsystemu.

Przepustowo$s¢ QO  komponentdéw o dzialaniu ciaglym  zalezy
od maksymalnej dopuszczalnej predkosci v przemieszczania tadunkow
oraz minimalnej dopuszczalnej odleglosci a pomiedzy tadunkami — zgodnie ze
wzorem:

0=36002 (17)
a

Przepustowos$¢ O komponentéw o dziataniu cyklicznym zalezy natomiast
od predkosci jazdy v, odleglosci transportowej L oraz liczby M zastosowanych
srodkow technicznych — zgodnie ze wzorem:

M
0=3600—"5; (18)

ty+—
v

gdzie: 1), to laczny czas operacji zatadunku/roztadunku, przyspieszania
i hamowania $rodka transportu.

e  Wydajnos¢ rzeczywista podsystemu (,. charakteryzujaca jego zdolnosé
do przekazywania strumieni tadunkéw — bez zaklocen - poprzez wszystkie
komponenty tworzace struktur¢ podsystemu transportowego. Wydajnosé
rzeczywista uwzglgdnia m.in. mozliwo$¢ powstawania spigtrzen i tworzenia si¢
kolejek w podsystemie przeptywu materialow. Innymi stowy, wydajnosé
rzeczywista wyraza maksymalne natezenie strumien materiatow, przy ktérym czas
spietrzania tadunkow oraz dtugos$¢ powstajacych kolejek nie przekraczaja wartosci
dopuszczalnych.

Warunkiem koniecznym niezakloconego przeptywu tadunkow przez element
sktadowy podsystemu transportowego jest, aby chwilowe natezenie strumienia materialow
(tadunkéw) A; nie bylo wieksze od wydajnosci teoretycznej (przepustowosci) Q; tego
elementu, czyli — aby tzw. wspolczynnik wykorzystania potencjalu transportowego p; byt
nie wigkszy od jednosci:

pl:éﬁl (19)

Postulat (19) jest warunkiem wystarczajacym dla sprawnego dziatania podsystemu
transportowego jedynie w prostych przypadkach deterministycznych, tj. takich, kiedy
zgtoszenia (fadunki) nadchodza w statych odstgpach czasowych oraz czas ich obstugi
(przyjmowania do systemu) jest staty i krotszy niz czas zglaszania si¢ kolejnych tadunkow.

W rzeczywistych systemach logistycznych przeplywy materiatow odbywaja si¢ jednak
na ogoét w sposob losowy, tzn.:
e tadunki nadchodza w nieregularnych odstepach czasowych,
o dlugotrwato$¢  obstugi  poszczegdlnych  tadunkéw  jest  zrdznicowana
w zaleznosci np. od rodzaju i wielkosci fadunkow.



W tych warunkach analiza dziatania podsystemu transportowego wymaga
uwzglednienia losowych aspektow procesu przeptywu materiatdéw — zwlaszcza:

e rozktadu prawdopodobienistwa nadchodzenia zgtoszen (fadunkéw) do systemu,

e rozkladu prawdopodobienstwa czasow obstugi zgtoszen (fadunkow) w systemie.

Dla prostych, jednokanatowych systemoéw obstugowych — dziatajacych w warunkach
losowych - mozna przyjac, ze:

e zgloszenia podlegaja rozktadowi Poissona o statym parametrze 4,

oraz

e  czas obstugi zgtoszen ma rozktad wyktadniczy o statym parametrze u.
Z teorii obstugi masowej wynikaja nastepujace zaleznos$ci na:

e funkcje gestosci prawdopodobienstwa powstania kolejki n zgltoszen oczekujacych

na obshuge, czyli:
YY)
u u

e dystrybuante powstania kolejki n zgloszen oczekujacych na obshigg,
czyli prawdopodobienstwo:

FN:P(NSn):l—[lj 1)
7

e  warto$¢ oczekiwang dlugosci kolejki, czyli:
2 2
H=_ %+ _P
Hu=-2) 1l-p
e funkcje  gestosci  czasu  oczekiwania w  kolejce n  zgloszen,
czyli prawdopodobienstwo:

(22)

@)= /1[1 _ }“Jew;,)f o)
7,
e dystrybuante czasu oczekiwania w kolejce n zgloszen, czyli prawdopodobienstwo:
F(t)=P(T<t)= e o4
Y7
e  warto$¢ oczekiwang czasu oczekiwania w kolejce, czyli:
fet P o
wp=2) 1-p

gdzie: p = i to wskaznik wykorzystania systemu.

Inne jeszcze modele iloSciowe (matematyczne) ograniczaja si¢ wylacznie
do konkretnych wzoréw np. na:

e wskazniki oceny infrastruktury transportowe;j,

e  koszty przeptywu potoku tadunkow?,

czy na

e koszty magazynowania i transportu

oraz na

e warunki ich minimalizacji.

? Jacyna M. (red.): System logistyczny Polski. Uwarunkowania techniczno-technologiczne komodalnosci
transportu, Oficyna Wyd. Politechniki Warszawskiej, Warszawa 2012, s. 277-281.



Pewnymi matematycznymi wzorami sg tez okre$lone zalezno$ci np. pozwalajace na:

e obliczanie tzw. rejonow cigzenia obszarow obstugi punktu modalnego sieci
logistycznej,

e wyznaczanie spodziewanego popytu w danym miejscu (model HUFFA)
wzajemnego przestrzennego oddziatywania,

lub na

e koordynowanie transportu w miescie (model grawitacyjny).’

Tlosciowe (matematyczne) modele s3 rowniez obecne w zagadnieniach
optymalizacyjnych dotyczacych np. obliczania optymalnej partii produkcji, czy zakupu,
ewentualnie optymalizacji powiazan transportowych® oraz optymalnej lokalizacji obiektow
w sieci logistyczne;.

Slady ilosciowych (matematycznych) modeli w postaci wzoréw mozna tez znalezé
w analizie procesow zakupowych zardéwno w sferze funkcjonalnej, jak i decyzyjnej
w odniesieniu do wielkosci dynamiki i struktury zakupu oraz wplywu cen na koszty
dziatalnosci systemu logistycznego.

Istota procesow funkcjonowania systemow logistycznych jest sterowanie strumieniami
materialnymi w czasie. W tym zakresie aktualnie stosowanymi metodami prognozowania
sa metody analizy szeregow czasowych, zwane metodami tendencji rozwojowej,

w szczegolnosci modele adaptacyjne prognozowania krotkoterminowego. W prognozowaniu
takim wykorzystywane sg ekonometryczne modele przyczynowo-skutkowe, ktore stuza
do planowania procesow logistycznych w skali strategicznej.

Modele te ograniczajg si¢ do réwnan regresji jednej lub wielu zmiennych, np.:

e jednoparametrowy model Browna adekwatny do szeregow czasowych

stacjonarnych mozna zapisa¢ nast¢pujaco:

yo=xy,+(1-a)¥, (26)
przy czym prognoza na okres ¢+7 ma postac: .. =,

gdzie:

Y., ¥, - Srednie po okresach odpowiednio 71 -1,

¥, - ostatnia realizacja zmiennej prognozowanej,

a - parametr wyrownania wyktadniczego przyjmujacy wartosci
z przedziatu (0;1),

Vyur - prognoza zmiennej y w okresie t+7,

e adaptacyjny model dwuparametrowy C.C. Holta wiasciwy do zastosowania
w przypadku stwierdzenia istotnych zmian w tendencji rozwojowej
prognozowanej zmiennej i sktadajacy si¢ z trzech rownan:

3 Golembska E.: Logistyka w gospodarce $wiatowej, Wydawnictwo C.H.Beck, Warszawa 2009, s. 144-146.

* Skowronek Cz., Sariusz-Wolski Z.: Logistyka w przedsi¢biorstwie, PWE, Warszawa 2008, s. 150-169.

5 Jacyna M. (red.): System logistyczny Polski. Uwarunkowania techniczno-technologiczne komodalnosci
transportu, Oficyna Wyd. Politechniki Warszawskiej, Warszawa 2012, s. 335-338.

® Skowronek Cz., Sariusz-Wolski Z.: Logistyka w przedsiebiorstwie, PWE, Warszawa 2008, s. 312-315.



wyroéwnanie danych:
a,=ay,+(1-a)(a_ +b_,)
wyréwnanie trendu:
bz = ﬂ(az —a,, ) +(1_ﬁ)b1—1

prognoza na okres:

@7n

t+T: 9., =a,+bT

gdzie:

a, - $redni popyt do okresu ¢ wiacznie,

b, - roznica migdzy $rednimi stanowiagca ocen¢ przyrostu trendu,
a, f - parametry wyrdwnania z przedziatu. (0;1).

Istnieja tez inne modele oparte na wykladniczym wyrownywaniu danych, np. model
P.R. Wintera uwzglgdniajacy rowniez wahania sezonowe, czy model nieskrgpowanego
wyréwnania wykladniczo-autoregresyjnego Z. Pawlowskiego.”

Zalezno$ci wystepujace miedzy poszczegoélnymi elementami systemu logistycznego
sa zazwyczaj bardzo zlozone 1 wielokierunkowe. Nadmienione wyzej modele
ekonometryczne ((26) i (27)) uwzgledniaja tylko istotne elementy i pomijaja mniej istotne —
sa wiec zbyt ogdlne.

Rowniez wymienione wczesniej modele (1)-(25) maja charakter jedynie wycinkowy.
Podobna cech¢ maja modele stosowane w systemach logistycznych wykorzystujace elementy
teorii kolejek. Przyktadem takich prac sa np. publikacje M. Sokdlskiego, T. Nowakowskiego,
P.R. Murphyego i D.F. Wooda (zob. [130], [137], [149]).

Niezbedne dla nowoczesnego funkcjonowania i zarzadzania systemami logistycznymi
jest stosowanie w logistyce wspoétczesnych technik informatycznych. Przyktadowo
w systemach logistycznych uzywane sg m.in. nastepujace programy komputerowe:

e  WFMAG - do prowadzenia gospodarki magazynowej, zaopatrzenia i sprzedazy,
PLATNIK - obstuga rozliczenia z ZUS i Urzedem Skarbowym,

SYMFONIA - obejmujacy kadry i ptace,

HURT - obejmujacy obrot towarowy,

JK.SHOPER - do obstugi detalicznej,

INWENTARYZACIJA — dla potrzeb prowadzonej inwentaryzacji,
PRZELEWY — umozliwiajacy przekazywanie $rodkéw pienigznych do banku.®

Firmy logistyczne i ustugowe stosuja technologie informatyczne przede wszystkim
w celu podniesienia efektywnos$ci i zautomatyzowania swojej pracy w celu speklienia
oczekiwan dotychczasowych i potencjalnych klientow centrow ustugowych. Analiza rynku
ustug logistycznych na podstawie rozwigzan informatycznych jest podstawowym kryterium
przy wyborze dostawcy ustug logistycznych.9

We wspolczesnych technologiach logistycznych chodzi o efekt zaréwno
przemystowy, jak i ushugowy.'® W kazdym z tych przypadkéw chodzi o zapewnienie
niezawodnos$ci dzialania systemu logistycznego.

7 Tamze, s. 217-232.

¥ Kupiec L.: Podstawy logistyki, Wyd. USFiZ, Biatystok 2010, s. 252.

? Ciesielski M.: Rynek ustug logistycznych, Difin, Warszawa 2005, s. 27.

' Dhugosz J. (red.): Nowoczesne technologie w logistyce, PWE, Warszawa 2009, s. 66.



Po wnikliwej analizie ilosciowych (matematycznych) modeli stosowanych aktualnie
w logistyce stwierdzam, iz brak jest:

e modeli umozliwiajacych zbudowanie réznych ilosciowych charakterystyk,

w tym

e prognoz zaleznych od parametrow dzialania badanego systemu logistycznego

i wspomagajacych proces efektywnego zarzadzania ustugami oraz powodujacych
poprawe¢ finansowej 1 gospodarczej konkurencyjnosci  przedsigbiorstw
logistycznych.

Zatem, zaprezentowana w czgsci II mojej pracy, metodyka wspomagania zarzadzania
ustugami na podstawie zbudowanych, w kolejnych rozdziatach czesci 11, takich ilosciowych
charakterystyk jest narzedziem nowym i niezbgdnie potrzebnym w logistyce w celu
podniesienie gospodarczej i finansowej konkurencyjnosci przedsigbiorstw logistycznych.



2. Podstawowe kierunki badan w teorii i praktyce prognozowania.

W teorii i praktyce prognozowania mozna wyr6zni¢ dwa kierunki badan:

e jeden z nich dotyczy konstruowania prognoz okre§lonych proceséw na podstawie
realizacji szeregbw czasowych tych procesow (zob. np. [35]-[38], [71]-[91],
[115], [122], [124], [125], [160]-[162], [166], [167]),

e drugi zas — budowania prognoz na podstawie praw funkcjonowania badanych

obiektow.

Liczba publikacji ukazujacych si¢ w pierwszym obszarze dziatalno$ci naukowej
jest znacznie wigksza od ilosci prac powstajacych w ramach drugiego kierunku badan
(zob. np. [26], [34], [51]-[53], [99], [100], [119], [120]).

Prognozy stanéw procesow opisujacych badane obiekty prognostyczne wyznacza sig
wigc w drugim z wymienionych obszaréw badan za pomocg modeli matematycznych tych
obiektow — modeli znanych lub dopiero konstruowanych.

Niniejsza praca nalezy w zasadzie do drugiego z wymienionych obszaréw badan, cho¢
wykorzystane sa w niej rowniez prognozy uzyskane na podstawie odpowiednich szeregow
czasowych. Problematyka jej dotyczy gtéwnie zagadnien zwigkszania -efektywnosci
funkcjonowania systemow logistycznych, dziatajacych w roznych obszarach gospodarki,
z wykorzystaniem podej$cia modelowego i prognozowania (zob. np.[4], [31], [32], [48], [90]-
[92], [106]-[112], [142], [145]-[147], [152]).

Stosowanie ilosciowych metod wspomagajacych analiz¢ 1 realizacj¢ procesu
efektywnego funkcjonowania takich systemow ma istotne znaczenie, poniewaz prowadzi
do wzrostu ich konkurencyjnosci gospodarczej i finansowe;.

Praca niniejsza prezentuje budowanie i uzyskanie prognoz proceséw na podstawie
praw funkcjonowania badanego systemu logistycznego.



CzESC IT
1. Opis badanego systemu logistycznego.

Przedmiotem mojej analizy jest dzialanie systemu logistycznego (SL)
wspomagajacego efektywne funkcjonowanie centrum ustug (CU).

Analizowany w pracy system logistyczny dostarcza do magazynu produkty, ktore
centrum ustug sprzedaje swoim klientom — odbiorcom.

Elementami skladowymi centrum ustlug jest magazyn-zbiornik i odbiorca,
co przedstawione jest na rysunku 5.

CENTRUM USLUG

MAGAZYN ﬁ ODBIORCA
-ZBIORNIK

Rys. 5. Centrum ustug.

W pracy zostaly zbudowane prognozy stanéw procesdOw wspomagajacych efektywne
zarzadzanie centrum ustugowym (zob. rys. 5), (zob. rozdz. 5 i 8).

Przyktadem CU jest magazyn-zbiornik gromadzacy np. sypkie pasze, nawozy rolnicze
Iub $rodki ochrony roslin, wegiel, piasek, zwir budowlany, gaz czy rope, a odbiorca tego
produktu jest odpowiednio np. duze gospodarstwo rolnicze, elektrownia, kombinat
budowlany, elektrocieptownia, a nawet region kraju.

Prognozy standéw tych procesow uzyskane zostaty na podstawie analizy praw dziatania
systemu logistycznego wspomagajacego centrum ushug. System ten sktada si¢ z podsystemu
produkcji i podsystemu transportowego oraz z magazynu-zbiornika, jak pokazuje rysunek 6.

SYSTEM LOGISTYCZNY

PODSYSTEM H PODSYSTEM H MAGAZYN

PRODUKCIJI 7 | TRANSPORTOWY 7 - ZBIORNIK

Rys. 6. System logistyczny wspomagajacy centrum ustug.



Przyktadem SL jest:

e podsystem produkcji np. zakltady produkujace sypkie pasze, nawozy rolnicze
i $rodki ochron ro$lin, kopalnia wegla, kopalnia piasku lub zwiru, czy rafineria,

e podsystem transportowy tworza np. tasmociagi, transportery, czy rurociagi
przekazujace, wytworzony lub pozyskany przez podsystem produkcji produkt,
do magazynu-zbiornika.

System logistyczny (zob. rys. 6) zapewnia efektywne funkcjonowanie centrum ustug,

co schematycznie ilustruje rysunek 7.

SYSTEM LOGISTYCZNY
WSPOMAGAJACY CENTRUM USLUG

PODSYSTEM PODSYSTEM MAGAZYN ODBIORCA
PRODUKCII TRANSPORTOWY é _ZBIORNIK é SYSTEMU

Rys. 7. Schemat funkcjonowania badanego systemu logistycznego wspomagajacego centrum ustug
przedsigbiorstw logistycznych.

Systemem logistycznym dla centrum ushugowego moze by¢ np. system dostarczania
sypkich pasz, nawozow rolniczych lub $rodkow ochrony roslin do duzego gospodarstwa
rolniczego, wegla dla elektrowni, czy paliwa dla elektrocieptowni, ewentualnie materiatow
sypkich, takich jak zwir, piasek lub cement itp. dla pewnego odbiorcy, jakim moze byé
centrum ustug budowlanych.

Otrzymane w pracy prognozy zbudowane zostaly na podstawie modeli
matematycznych. Stanowiag one probabilistyczne charakterystyki standw proceséw
zachodzacych w systemie logistycznym wspomagajacym efektywne zarzadzanie centrum
ustugowym (zob. rys. 7).

Czes¢ 11 pracy w rozdziatach 2-8 zawiera analize funkcjonowania badanego systemu
logistycznego. Oto szczegdtowy schemat dziatania tego systemu:

popsystem ON|  popsystem [ w(d\| macazyn | a ODBIORCA
PRODUKCJI TRANSPORTOWY é -ZBIORNIK é SYSTEMU
®) @) ) ©)

Rys. 8. Szczegdtowy schemat funkcjonowania systemu logistycznego wspomagajacego centrum ustug
przedsigbiorstw logistycznych.

Do odbiorcy O (np. elektrowni“), ktorego funkcjonowanie uwarunkowane jest stalym
zapotrzebowaniem a jednostek produktu (np. wegla'”), dostarczany jest w sposob ciagly
(np. za pomocg tasmociaggow, gazociagdw, linii przesylowych) strumien produkcji y(t)
(gdzie ¢ oznacza czas), realizowany przez podsystem produkcji P, jako nadawcy (zob. rys. 8).
Przyktadem podsystemu P (nadawcy) moze byc¢ np. zespot koparek.

' elektrocieptowni, duzego gospodarstwa rolnego, czy centrum ustug budowlanych
12 paliwa, sypkich pasz, nawozoéw rolniczych, érodkéw ochrony roélin, zwiru, piasku, czy cementu



Losowe zmiany procesu y(t) W czasie ¢ oraz nieplanowane przerwy w pracy (awarie)
podsystemu transportowego 7' sa czynnikami wplywajacymi na zmniejszenie efektywnosci
funkcjonowania takiego systemu. Efektywno$¢ t¢ mozna zwigkszy¢ — i1 jednoczes$nie
zmniejszy¢ mozliwo$¢ powstawania przerw w dostawie odpowiedniej ilosci produktu
do odbiorcy O — poprzez zlokalizowanie w otoczeniu odbiorcy O magazynu-zbiornika
M o okreslonej objetosci V.

Magazyn-zbiornik ma podstawowe znaczenie dla sprawnego dziatania CU
przedsicbiorstw logistycznych, poniewaz amortyzuje wpltyw losowych czynnikow
zaktocajacych realizacje dostaw produktu do odbiorcy — klienta. Umozliwia on zatem bardziej
efektywne funkcjonowanie CU oraz zapewnia wysoka konkurencyjno$¢ przedsiebiorstw
logistycznych.

Strumien produktu y(t) jest gromadzony w podsystemie M:

e gdy poziom wypehienia magazynu nie przekracza V

oraz

o gaody y(t)>a.

Jezeli chwilowa zawarto$¢ elementu M jest réwna V oraz y(t)>a, to wielkosé
strumienia y(t) ogranicza si¢ do poziomu a.

Gdy element M jest pusty i y(t)< a, powstaje sytuacja niekorzystna dla odbiorcy O.
Okresdlenie wigc prawdopodobienstwa tego zdarzenia ma wazne znaczenie praktyczne
dla prawidtowego funkcjonowania centrum ustug przedsigbiorstw logistycznych.

Zdarzenie losowe, kiedy magazyn jest pusty i proces dostawy produktu do magazynu
jest mniejszy od zapotrzebowania odbiorcy jest bardzo niekorzystne dla dziatania CU.
Wowczas to CU nie moze zrealizowaé potrzeb swoich odbiorcéw — klientow, a gospodarcza
i finansowa konkurencyjno$¢ przedsigbiorstw logistycznych maleje.

Prognoza duzego prawdopodobienstwa tego zdarzenia jest sygnalem ostrzegawczym
dla CU, ze zarzadzanie SL nalezy koniecznie poprawi¢ poprzez poprawe nastgpujacych
parametréw: podsystemu produkcji, podsystemu transportowego oraz poziomu wypelnienia
magazynu-zbiornika (zob. rys. 8).

Wejscie W(t) podsystemu M, opisujagce proces dostawy produktu do magazynu M
i dalej do odbiorcy O, mozna bada¢ w dwodch wariantach:

e  wariant zagregowany (rozdziaty: 2-5):

gdy w(t) =y(t) ;
czyli, proces w(t) reprezentuje Igcznie podsystem produkeji P oraz podsystem
transportowy 7,
e  wariant strukturalny (rozdziaty 6-8):
gdy w(t)=y(t)v(t);

czyli proces W(l‘) uwzglednia explicite zarbwno podsystem P (strumien produktu
y(t)), jak i podsystem 7. Proces v(t) (zdefiniowany w rozdziale 6 wzorem (6.1))
opisuje funkcjonowanie podsystemu transportowego.

W celu zaproponowania narzedzi wspomagajacych analiz¢ i proces efektywnego
funkcjonowania badanego systemu (zob. rys. 8) nalezy przyjaé, ze y(t) oraz v(t) sa
procesami Markowa o skonczonej liczbie stanow.

W praktyce jest to naturalne zatozenie. Procesy te opisane sg przez intensywnosc
przej$cia migdzy swoimi stanami oraz intensywnos$ciami pozostania w tych samych stanach.
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System przedstawiony na rys. 8, badany z uwzglgdnieniem wariantu pierwszego
Iub wariantu drugiego, oznaczam odpowiednio symbolami:

S(za), to wariant zagregowany
S (St) , to wariant strukturalny.
Niech funkcja czasu z(1):
Z(t) = z(t, a))
oznacza chwilowg zawarto§¢ magazynu M o skonczonej objetosci V, gdzie @ jest

parametrem losowym.
Niech funkcja 2 bedzie zdefiniowana nastepujaco:

0, dlaz<0
h(z): z, dla0<z<V (1.1
V, dlaV =const, V>0

Zauwazmy, ze proces stochastyczny z(t) w przedziale [051,052) statosci realizacji

we)=y(r)

spetnia nastepujacy warunek: dla ¢, <t, <t<a,:

z(t,@)=h [z(tl)+(y(tl)—a) (t—1,) } (1.2)

procesu:

Proces stochastyczny jest wielkoscia zalezng od czynnikow losowych (a)) oraz

od czasu (1).

Poziom wypehienia magazynu jest procesem stochastycznym, poniewaz zalezy on
od dzialania podsystemu produkcji i podsystemu transportowego, a na ich funkcjonowanie
maja rowniez wplyw czynniki losowe i czas.

Fakt, ze wypelnienie magazynu z(t) w przedziatach stalosci realizacji procesu y(t)
spelnia warunek (1.2), wynika z fizycznej natury procesu z(t). Jezeli w chwili ¢, wypelnienie

zbiornika wynosi z(z, ), to istotnie w chwili 7, gdy o, <t, <t <@, , bedzie ono wynosi¢:

2(t)=2(0)+ ()= a)r-1,),
gdy 0< z(tl)+(y(tl)—a)(t—tl)< V.
W przypadku maksymalnego wypetnienia magazynu M do jego objgtosci V, mamy:
z(t)zV i y(t)Za,
a wiec gdy magazyn M jest juz pelny i podsystem transportowy 7 moze dostarcza¢ wigcej
rezultatow produkc;ji y(t) podsystemu P, niz potrzebuje odbiorca O, nalezy wtedy utrzymacé
zdolnos$¢ transportowa systemu zmniejszajac jedynie sumaryczng wydajnos¢ podsystemu P
do poziomu zapotrzebowania a odbiorcy O.
Stan pustego magazynu M, czyli gdy:
z(t) =0
wystepuje tylko wtedy, gdy poziom dostawy y(t) jest nie wigkszy niz zapotrzebowanie,
czyli gdy:
y(t) <a.
Takie wyrdznienie standw:
Z(t)=V oraz z(t)=0
wskazuje na potrzebe wprowadzenia funkcji /2, okreslonej wzorem (1.1).
Jedna z mozliwych realizacji funkcji:

21



z(1)=z(t, )
przedstawiono na rysunku 9.
Symbole ¢,t,,...,,% 0znaczaja momenty zmiany standéw procesu y(t) .

A
g /N

* f PO Sy—— e s .

t ta tts *}\ tlw;’ ts t
v
Rys. 9. Realizacja procesu Z (t ) .

W chwili ¢ =¢, wypeklienie magazynu M jest maksymalne: z(t) =V.

Ponadto dla 7 e (13,14] rowniez jest: z(¢)=V .

Dla ¢ =t, nastgpuje zmiana stanu procesu y(t), a wypelnienie z(t) maleje do chwili
t=t,, kiedy to: z(1,) =0 oraz dalej: z(r)=0 réwniez dla 1 € (té,t7] .

W chwili ¢=t¢, proces y(t) zmienia stan, wypehlienie magazynu Z(t) natomiast
ro$nie liniowo w przedziale [t7,t8].

Intuicyjnie oczywisty jest fakt, ze poziom wypetnienia magazynu Z(t) (zob. rys. 9)
jest procesem stochastycznym; mozna rowniez podac¢ formalny dowdd tego stwierdzenia.

Poniewaz funkcja z(t) jest okreslona za pomoca procesu:

w(t)=y(1),
wigc z(¢) jest procesem sterownym przez proces dostawy produktu w(z).

Podstawowym elementem dziatania CU jest magazyn-zbiornik. Od poziomu jego
wypetnienia zalezy sprawny proces obstugi klientow CU. Z kolei na wielko$¢ wypeienia
magazynu ma wplyw sprawne dziatanie SL.

Jezeli SL zapewnia odpowiedni poziom wypelnienia magazynu, to CU sprawnie
obshuguje swoich klientéw (odbiorcow), a tym samym zapewnia wysoka konkurencyjnosc
przedsigbiorstw logistycznych.

Problematyka zwigkszania efektywnosci funkcjonowania scharakteryzowanego wyzej
systemu logistycznego, warunkujacego sprawne dziatanie centrum ustug w celu poprawy
konkurencyjnosci przedsigbiorstw logistycznych, jest gldwnym nurtem rozwazan niniejszej
pracy zawartym w cze¢sci 11 — omowionej szczegdtowo ponize;j.

I tak rozdziaty: 2 i 6 dotycza analizy funkcjonowania badanego systemu logistycznego
przedsigbiorstwa odpowiednio w wersji zagregowanej S(za) oraz strukturalnej S(st).
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W rozdziale 2 zbadany jest system logistyczny (przedstawiony schematycznie
na rys. 8), w ktorym poziom wypelnienia magazynu M sterowany jest zagregowanym

procesem dostawy produktu (system S(za)).

Ponadto przeanalizowane jest jego funkcjonowanie w trzech wariantach:

e  stan posredni (zob. 2.1.),

e Dbariera dolna (zob. 2.2.)

oraz

e Dbariera gorna (zob. 2.3.)

procesu opisujacego poziom wypetnienia podsystemu M.

W wyniku tej analizy zostaly otrzymane:

e analityczne postacie prawdopodobienstw warunkowych odpowiadajacych
analizowanym wariantom;

o zwigzki, ktore spelniaja funkcje gestosci rozkladow prawdopodobienstwa
dwuwymiarowego procesu stochastycznego opisujacego funkcjonowanie
badanego systemu;

e ilosciowe relacje migdzy barierami poziomu wypelnienia magazynu,
a intensywnosciami procesu sterujagcego stanem wypetnienia magazynu-zbiornika
M.

W rozdziale 6 zbadany jest system logistyczny wspomagajacym centrum ustug,
w ktorym poziom wypelnienia magazynu sterowany jest strukturalnym procesem podazy

produktu (system S (st) ). Funkcjonowanie tego systemu przeanalizowane jest

z uwzglednieniem:
e stanu nieekstremalnego poziomu wypehienia podsystemu M (zob. 6.1.)
i
e stanOw granicznych (barier): dolnego i gérnego (zob. 6.2.16.3.).
W rezultacie otrzymane zostaly nastgpujace wyniki:
e wzory explicite dla prawdopodobienstw warunkowych z uwzglednieniem barier
i stanow nieekstremalnych poziomu wypelnienia magazynu M;

e relacje, ktore spelniaja funkcje gestosci rozkladow prawdopodobienstwa
trojwymiarowego procesu stochastycznego opisujacego funkcjonowanie systemu
S (sl);

e zwigzki miedzy stanami granicznymi poziomu zapasow, a intensywnosciami
strukturalnego procesu zaopatrzenia podsystemu M.
Rozdziaty: 3, 4, 5 oraz 7 i 8 dotycza wnioskow, otrzymanych w wyniku analizy
funkcjonowania systemu logistycznego w obu wersjach: S(za) oraz S(st), z poprzedzajacych
rozdzialow: 21 6.
I tak rozdziat 3 zawiera:
e probabilistyczny opis badanego systemu z uwzglednieniem réznych wariantow
funkcjonowania podsystemu M

oraz

e analiz¢ dynamiki parametrow procesu sterujacego poziomem wypelnienia
podsystemu M.

Przedstawione sg trzy — wazne w praktyce — prostsze warianty badanego modelu
W wersji zagregowanej.

W rozdziale 4 zdefiniowane sg: pojecie oraz charakterystyki ,,waskiego gardia”
badanego systemu. Przedstawiona jest tez metoda ich obliczania.

Zdefiniowany jest:
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e wskaznik oceny strat produkcyjnych odbiorcy O i podsystemu produkcji P,

e wskaznik oceny stopnia wykorzystania podsystemu M

oraz

e wskazniki opisujace stany graniczne (bariery) tego podsystemu.

Podana tez jest metoda wyznaczania tych wskaznikow.

Procedura obliczania wymienionych charakterystyk i wskaznikéw jest zilustrowana
na przyktadzie dwustanowego procesu podazy produktu. Zostaly uzyskane wzory explicite
wyrazajace zaleznos¢ tych wielkosci od parametréw systemu. Ponadto dokonana jest analiza
uwzgledniajaca przydatno$¢ tych wzoréw do rozwigzywania problemow efektywnego
zarzadzania tym systemem oraz do oceny poprawnosci zaprojektowania systemu.

Rozdziat ten zakonczony jest przyktadem liczbowym, w ktorym dla okreslonych
parametréw systemu wyznaczone zostaly:

e wskazniki oceny strat produkcyjnych systemu (odbiorcy O i nadawcy P),

e wskaznik oceny stopnia wykorzystania podsystemu M,

e wskazniki opisujace stany graniczne (bariery) podsystemu M.

Sprawdzona tez zostala poprawnos¢ zaprojektowania systemu.

Rozdziat 5 poswigcony jest prognozowaniu wielkosci opisujacych funkcjonowanie
systemu S(za). Oprécz metodyki wyznaczania prognozy charakterystyk dzialania systemu,

zdefiniowanych w poprzednim podrozdziale, podane sg takze procedury obliczania prognoz
innych wielkos$ci opisujacych dziatanie tego systemu.

W celu zilustrowania réznicy podejs¢ metodologicznych B do zagadnienia
konstruowania prognozy, podany jest przyktad wyznaczania prognozy procesu opisujacego
wielkos¢ wydobycia wegla w kopalni odkrywkowej; gdzie zastosowane zostaly elementy
analizy harmoniczne;j.

W rozdziale 7 podany jest probabilistyczny opis badanego systemu gospodarki
(system S (st)) z uwzglednieniem trzech wariantéw dzialania podsystemu M oraz dynamiki

parametréw procesu wejscia tego podsystemu. Przedstawione tez s3, wazne w zastosowaniach
praktycznych, prostsze warianty uzyskanego modelu.

Rozdziat 8 zwiera:
e definicje wielkosci opisujacych funkcjonowanie systemu S (St) ,

e  okresla prognozy tych charakterystyk systemu

oraz

e podaje metody ich wyznaczania.

Poniewaz prognozy te zaleza explicite od parametrow systemu, zatem stwarza
to mozliwos¢ §ledzenia przysztych zmian w funkcjonowaniu calego systemu logistycznego,
ktore wynikaja z przewidywanych zmian parametréw systemu, a w szczeg6lnoSci — ze zmian
elementow organizacyjnych.

Otrzymane w pracy:

e probabilistyczne opisy funkcjonowania systemu logistycznego wspomagajacego

centrum ustug przedsiebiorstw logistycznych,

e  zdefiniowane charakterystyki dzialania tego systemu

oraz

e ich prognozy

'3 W rozdziale 2 czesci I wymienione sa dwa kierunki badaf prognostycznych
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sa narzgdziami wspomagajacymi analiz¢ oraz proces efektywnego funkcjonowania badanego
systemu wspomagajacego centrum ustug, a takze wplywajacymi istotnie na poprawe
gospodarczej i finansowej konkurencyjno$ci przedsigbiorstw logistycznych.

Tego rodzaju narzedzia sg elementami podsystemow (teoretyczno-metodologicznych),
konstruowanych komputerowych systemoéw wspomagania decyzji — zaréwno finansowych,
jak 1 gospodarczych w celu zapewnienia przedsigbiorstwom wysokiego poziomu
konkurencyjnosci.

Poniewaz r¢czne wyznaczanie prognoz na podstawie zaproponowanej przeze mnie
prekursorskiej metodyki przedstawionej w rozdzialach 5 i 8§ wymaga przeprowadzenia
zmudnych rachunkowo obliczen i réznych zalozen przy wielu poziomach dostawy produktu
do magazynu, to w celu obliczenia tych prognoz mozna stosowaé techniki informatyczne
bazujace na odpowiednich metodach numerycznych.

W celu opisu dzialania badanego systemu mozna wykorzysta¢ rowniez znane pojecie
momentéw zmiennych losowych (warto$¢ oczekiwana, wariancja, kowariancja (wspotczynnik
korelacji)) oraz roézne warianty nierdwnosci Czebyszewa. Nierownosci te jednak
nie pozwalaja dokltadnie obliczy¢ prognozy charakterystyk (procesow), ktdore wspomagaja
proces zarzadzania CU.

Jest to prostsze podejScie badawcze, ale jego efekty zardwno teoretyczne,
jak 1 praktyczne, sa na ogol mniejsze od efektow uzyskanych na podstawie dynamicznego
modelowania probabilistycznego, do ktorego nalezy zaliczy¢ wyniki przedstawione
W niniejszej pracy.

2. Analiza funkcjonowania systemu logistycznego w przypadku
zagregowanego procesu dostawy produktu.

Funkcjonowanie systemu logistycznego, w rozwazanym wariancie, mozna
scharakteryzowac nastepujacym dwuwymiarowym procesem stochastycznym:
(1), 2(0)).

Niech proces:

y(t) bedzie jednorodnym, ciggtym i o§rodkowym procesem Markowa o skonczonej
liczbie standw y,, v,, ..., ¥, bedacych nieujemnymi, réznymi liczbami
rzeczywistymi, zas

7 oznacza intensywnos$¢ przejscia procesu y(t) od stanu y, do stanu y,.

Natomiast proces z(t), sterowany przez proces y(t) , okreslony jest wzorem (1.1).

Analiza funkcjonowania systemu przedstawiona bedzie w trzech wariantach:

> czgéciowe wypelnienie magazynu, czyli dla:
0< z(t) <V,
stan ten nazywam stanem posrednim procesu z(t) lub podsystemu M,
> bariera dolna, czyli dla:

z(r)=0,
stan ten nazywam stanem granicznym dolnym procesu z(t) lub podsystemu M,
> bariera gorna, czyli dla:
z(t) =V,
stan ten nazywam stanem granicznym gornym procesu z(t) lub podsystemu M.
Przypadki te nalezy rozpatrywa¢ oddzielnie, poniewaz odpowiadaja im rdzne,
indywidualne warunki pracy systemu.
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W celu rozwiagzania wielu probleméw zwigzanych z poprawa efektywnosci
funkcjonowania systemu (zob. rys. 7), lacznie z uzyskaniem odpowiednich prognoz,
wystarczy wyznaczy¢ prawdopodobienstwa nastepujacych zdarzen:

Plo<z(r)<a, x(t)=x)=[f(=0)d, @1
P(z(c)=0, x(t)=x,), (2.2)
P(z()=V, x(t)=x,), (2.3)

gdzie O<a <V, fk(z,t) oznacza gestos¢ prawdopodobienstwa, za§ x, jest k-tym

stanem pomocniczo wprowadzonego naste¢pujacego procesu:

x(6)=y(t)-a (x,=y,—a, k=12,...,n).

Prawdopodobienstwa opisane wzorami: (2.1), (2.2) i (2.3) odpowiadajg trzem
wariantom, odpowiednio: posredniemu, dolnemu i goérnemu przeprowadzonej analizy
funkcjonowania rozwazanego systemu.

Wzér (2.1) wyraza prawdopodobienstwo, ze w ustalonej chwili ¢ proces x osiagnie
stan x, , a poziom zapasow z(t) nalezy do przedziatu (O,a). Analogicznie — wyrazenia:
(2.2), (2.3) sa odpowiednio prawdopodobienstwami osiggnigcia w chwili ¢ przez poziom
zapasow z(r) : bariery dolnej (z(¢)=0) lub bariery gornej (z(z)=V ) oraz stanu x,
przez proces x(t).

Prawdopodobienstwa zdarzen:

P(O < z(t) <V, x(t) = xk)
wyprowadza si¢ z nastgpujacego wzoru:
P(O <z(r)<V, x(t)= xk) = iig}P(O <z(t)<a, x(t)= xk).
W celu uwzglednienia zmian w czasie parametrow 7; procesu sterujacego y(t) ,

. . . . . . 14
analizowane bedzie funkcjonowanie rozwazanego systemu w m kolejnych okresach czasu

n, T, .. T,.°
Niech zatem okresowi 7, odpowiadaja intensywnosci ﬂs.’)(l :1,2,...,m).
Analiza dzialania systemu zostanie przeprowadzona w okresie czasu T,
z uwzglednieniem trzech przypadkow:
stanu posredniego: 0<z(¢)<V,
1)=0,
t

stanu gornego: z(r)

stanu dolnego: z(¢)=0
= V’

dlateT,.

"YW celu uproszczenia zapisu, okres czasu 1, oraz zbior chwil (momentéw) tworzacych okres 7, dla

= {1, 2,..., m} bedzie oznaczony tym samym symbolem.
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2.1.  Stan posredni procesu opisujgcego poziom zapasow.

Oto analiza pracy systemu w przypadku, gdy poziom zapaséw produktu z(t) spetia
warunek:

0<z(r)<V.
Dziatanie systemu w tym wariancie charakteryzuja prawdopodobienstwa postaci:
O (at)=P(0<z(t)<a, x(t)=x)=[£"(z1)d (2.4)
0

dla O<a <V, tel,.

Dla procesu x(t) prawdziwe sg nastgpujace dwie relacje (zob. np. [49]) opisujace
ponizsze prawdopodobienstwa warunkowe:

. dlatreT, t+reT,, mamy:
P(x(s)=x, dla tSsSt+r|x(t)=x,.):exp(— ) ), (2.5)
gdzie 7 =7\
Jj#i
° dlai¢k,7r,.(')¢O,teT1,t+reE,mamy:

P(x(s):x,. dla r<s<t+6, x(1+0)=x, 0<6’<r|x(t):xi):

7 A0 (2.6)
”f
:J-ﬂ(kl) d(l—exp(—ﬂfl)ﬁ))
0 7%
Dystrybuanty Q,E’)(a,t) spetniaja nastepujacy zwiazek (zob. [10], [12]):
O (art+7)=P(0<z(t+7)<a, x(t+7)=x,)=
v 2.7
= Zj.qfkl) (z,a;7,1)0,(dz,2),
i
dlateT, t+reT
gdzie prawdopodobienstwa warunkowe dla i # k wyrazaja si¢ nastepujaco:
qf,i) (zoai7,0) =
P(x(t) ma jeden skok wt+0&(t,t+7), 0<h(z+0x)+(r-0)x, <a|x(t)=x,) 2.8)
+01(1) (z30,k,1)
gdy O<a<V, i#k, z=z(t)e[0,V];
oraz dla i = k prawdopodobienstwa warunkowe wynosza:
gV (z,ai7,1)=
P(O<z+x(t)r<a, x(s) =x, dla tSsSt+T|x(t) =xk)+ 2.9)
+ol (z;k,1),

gdy O<a <V, z=z(t)e[O,V].
Sktadniki 0\'(z;i,k.), o{(z;k,t) wystepujace odpowiednio we wzorach (2.8), (2.9)
spetniaja nastgpujacy warunek:
oz;..) 0

lim—
70 T

(2.10)
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poniewaz informuja o prawdopodobienstwie liczby skokow wiekszej niz jeden proces x(t)
w przedziale o dlugosci 7.
Wz6r (2.8) mozna zilustrowac na rysunku 10.

é t:+8 ter t
Rys. 10. Ilustracja graficzna relacji (2.8), t € 1), t+7 €T,.

Lamana ABC (zob. rys. 10) jest wykresem pewnej relacji procesu z(t)w przedziale
[t,t+7] jezeli proces x(t) w przedziale [1,1+0) byt zawsze w stanie x,, a W przedziale
[t+6,t+7] stale w stanie x, .

Z okreslenia procesu z(7) wynika, ze wspotczynnik kierunkowy prostej AB wynosi
x,, aprostej BC: —x,.

Wzor (2.8) wyraza prawdopodobienstwo tego, ze:

O0<z(t+7)<a, x(t+7)=x,,
jezeli jest spetniony warunek x(7)=x,.
Jezeli w przedziale [¢,+7] jest jeden skok procesu x(7) (zob. rys. 10), to:
z(t+r):h[h(z+9x,)+(r—0)xk], z=z(1)e[0,V].
Warunek: 0< z(t + r) <a jest w tym przypadku réwnowazny nastgpujacemu

warunkowi:
0<h(z+6x,)+(r-0)x, <a.

Zalezno$¢ (2.9) mozna zilustrowac¢ analogicznie rysunkiem 11.

tr t

4

Rys. 11. Ilustracja graficzna relacji (2.9), t € T}, t +7 €T,

Odcinek AB (zob. rys. 11) jest rowniez wykresem realizacji procesu z(r)
w przedziale [t,t+z'] , jezeli proces sterujacy x(t) w tym przedziale byt zawsze w stanie x, .

Wspotczynnik kierunkowy prostej AB wynosi x,. W tym przypadku mamy:
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z(t+7)=h(x+7x,), z=2(t) [0,V ],
a nastepujacy warunek: 0<z(t+7)<a, 0<a <V
jest rownowazny ponizszemu warunkowi: 0<z+7x, <a, O<a </V.
Wzoér (2.9) wyraza prawdopodobienstwo tego, ze:
0<z(t+7)<a, x(t+7)=x,,jezeli x(1)=x,.

W nastepnym paragrafie wyprowadzone beda explicite wzory dla prawdopodobienstw
ql.(,f) okreslonych za pomoca relacji (2.8) i (2.9).

2.1.1. Prawdopodobienstwa warunkowe w przypadku stanu posredniego.

Ze wzorow (2.6) i (2.8) otrzymujemy nast¢pujacag zalezno$é:

(
q,.(,f) (z, a; r,t) = I ”"("
a7

2 d(l—exp(—ﬂf”@))+o}’)(T;i,k,t), (2.11)

gdzie zbidr A okreslony jest nastepujaco:
A={¢9: 0<0<r, O<h(x+6’xi)+(r—a9)xk<a} dzk, z=z(1)e[0V], tel, t+reT,.

Zauwazmy, ze gdy x, >0, x, >0 teT,, t+r€Tl,,r mate, 0<O<7, to zbior 4
jest postaci:
A={0: 0<h(z+0x)+(r-0)x, <a}=

={t9: 0<h(z+6’xl.)+(r—9)xk <a}r\{¢9: z+6x, <V}=

V—
={0: 0<z+9x[+(r—9)xk<a}m{9: 0< Z}
xi
jest rtowny w zaleznosci od réznych przypadkow, nastepujaco:
dla x,—x, >0, a—7x, >z mamy: A=46: o<L i ,
X, =X,

dla x, —x, >0, z pozostate mamy: A=,
-Z—TX,
dla x,—x, <0, @ —7x, >z mamy: A=<60: 0<——E},
X, =X,
oa—z-1X —Z—7TX
L<f< L
X, — X, X, — X,

i i

dla x, —x, <0, a—7x, <z mamy: A:{H:

Zatem A jest rowne, jak ponizej: (2.12)

X, =X,

i

a-z-7x
dla x,—x, >0, a—7x, <z <a—7x, mamy: A:{H: 6’<—"},

dla x,—x, >0, z<a—7x, mamy: A={0: 0<0<7},
dla x, —x, >0, z pozostale mamy: 4=,

dla x, —x, <0, z<a—rx, mamy: A:{Q: 0<6’<T},
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a-z-1x
dla x, —x, <0, a—7x, <z<a—7x, mamy: A:{H: —k<0<r},

dla x, —x, <0, z pozostate mamy: A= .
Ze wzorow (2.11), (2.12), po scatkowaniu, otrzymujemy relacj¢ nastgpujacej postaci:
dla O<a<V, i#k, tel, t+rel, x,>0, x,>0,
q,.(kl)(z,a;r,t)—ol(/)(r;i,k,t); (2.13)
jest ona rowna, w roznych przypadkach, nastgpujaco:
1) &=2z—1X,

. I .
gdy x, >x,, @—7x,<z<a-7x,,to wynosi ona: 7, —+o()(r;a,z,k,z),
X, —X
i k

gdy x, >x,, 0<z<a-rx,,to wynosi ona: ﬁfz)r-ko(’)(r;i),

gdy x, > x,, pozostate z , to wynosi ona: 0,

d 3 B Cona: 20 7o ETETTN N L0 (e ik
gdy x,<x,, a—1x, <z<a-—7x,,to wynosi ona: 7’| ¢ +o0" (1;a,1,k,z),
X, — X,

i

gdy x, <x,, 0<z<a—-zx,,towynosi ona: 7\,'z+0" (73i),

i

gdy x, <x,, pozostate z, to wynosi ona: 0.

Jezeli zachodza ponizsze nierdwnosci:
X, >x, o0—w, <z<a-—m, (2.14)

to czlon 0(1)(1;0(,1', k,z) wystepujacy w zwiazku (2.13) ma nastepujaca postac:

o“)(r;a,i,k,z):i(“_z_”‘kj 1 (2.15)

L X =X, n!
Mozna sprawdzi€, ze rowniez:
1 . .
lim o' )(r,a,z,k,z)
70 T
Z warunku (2.14) otrzymujemy nastepujaca nierownosé:
a—-z—m
0<—— k<,
xi - xk

=0. (2.16)

ktora razem ze wzorem (2.15) prowadzi do ponizszej zaleznosci:
. 00 Tﬂ

0< o(”(‘r;a,l,k,z)< Z—' =e' —-1-r1,
n=2 n.

z ktorej wynika wzor (2.16).

Fakt, Zze pozostate wielkosSci o (r;. . ) wystepujace we wzorze (2.13) spetniaja
warunek (2.16) sprawdza si¢ analogicznie.

Analogicznie mozna wykazac, ze gdy:

O<a<V, tel,, t+reT,
to prawdopodobienstwa q,.(k’) w pozostatych roznych przypadkach wyrazaja si¢ nastepujacymi
wzorami:
dla x; <0, x, <0 prawdopodobienstwo:
q},f) (z,a5 r,l)—ol(l) (730, k,t) (2.17)

jest rowne, w zaleznosci od réznych sytuacji, jak nastepuje:
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. ! Z+TX I .
gdy —7x, <z<-rx,, Xx,—x, >0, to wynosi ono: ﬂfk) [T+—"]+o( ) (T;z,k,z) ,
X =X

: 1 1 .
gdy —rx, <z<a-rx,, x,—x, >0, to wynosi ono: ﬂ.(k)z'+0()(r;l),

i

i NO—Z—TX ! .
gdy a—7x,<z<a-r1x,, x,—x, >0, to wynosi ono: ﬁ,()—k+o()(r;a,z,k,z),
X, — X,
gdy z pozostate, x, —x, >0, to wynosi ono: 0,
. nNZ+TX, 1 .
gdy —7x, <z<-1x,, x,—x, <0, to wynosi ono: —ﬂ‘.(k)x—x‘+o()(r;z,k,z),
i Nk

gdy a—7x, <z<a-rtx,, x;,—x, <0,to wynosi ono:

i

20 (,_w}m(ﬁ k).

X, — X,
gdy z pozostate, x, —x, <0, to wynosi ono: 0.
Natomiast dla x, =0, x, >0 prawdopodobienstwo:
g\ (z,a; r,t)—ol(/) (75i,k,t) (2.18)
jest rowne, w roznych sytuacjach, w sposob nastepujacy:

gdy 0<z<a—7x,, to wynosi ono: 7,z +0" (;i),

gdy a—7x, <z<a,to wynosi ono: ﬂl.(,f) (r +w]+ o (T;a,k,z) ,
Xk
gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Zasdla x; <0, x, >0 prawdopodobienstwo:
qi(,f)(z,a;r,t)—ol(l)(r;i,k,t) (2.19)
jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak nastepuje:
gdy 0<z <a—rx,, to wynosi ono: ﬂfk’)r+o(’) (T;i),
gdy a—1x, <z <a-rXx,,t0 wynosi ono: 7r[(,f) [r —MJ +o (a.i,k,z),
X, =X,
gdy z pozostale, to wynosi ono: 0.
Idalejdla x, >0, x, =0 prawdopodobienstwo:
qg) (z,a; r,t)—ol(l)(r;i,k,t) (2.20)
jest rowne, w zaleznosci od réznych wartosci z , nast¢pujaco:
gdy 0<z <a—rx,, to wynosi ono: ﬁfpr+0(l) (7:1),

. a-z .
gdy a—7x, <z <a, to wynosi ono: 7z, +o) (r;a,i,2),
X,

gdy z pozostale, to wynosi ono: 0.
Jezeli za§ x, =0, x, =0, to prawdopodobienstwo:
q,.(,f)(z,a;r,t)—ol(l)(r;i,k,t) (2.21)
jest rowne, dla roznych z, jak nastgpuje:
gdy 0<z<a,to wynosi ono: 7'z +0") (730),

gdy z pozostale, to wynosi ono: 0.
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Natomiast dla x, <0, x, =0 prawdopodobienstwo:
qf,f)(z,a;r,t)—of’)(r;i,k,t) (2.22)
jest rowne, w réznych przypadkach, nastepujaco:
gdy 0<z<—rx,, to wynosi ono: —7) =+ o (z30,2),
X,

gdy —7x, <z <a, to wynosi ono: 7[,(,:)2' +o! (z’;i),

. a-z .
gdy a <z <a-—rx,, to wynosi ono: 7r[(k’) (r— ]+0(’) (r;a,z,z) ,
X.

gdy z pozostale, to wynosi ono: 0.
W przypadkux, >0, x, <0 prawdopodobienstwo:
ql.(,f)(z,a;r,t)—ol(” (730,k,1) (2.23)
jest rowne, w zaleznosci od warto$ci z , jak ponize;j:

. zZ+7TX, .
gdy 0<z<-rx,, to wynosi ono: —72'[-({) b 35 AT (T;l,k,Z) s
X =X
gdy —7x, <z <a—rx,, to wynosi ono: 7[1(;)1+ o (7:1),
. a—z—1x )
gdy a—7x, <z<a—1x,, to wynosi ono: 7\, ———= 4" (r;a,ik,z),
X, —Xx,

gdy z pozostale, to wynosi ono: 0.
Zasdla x; =0, x, <0 prawdopodobienstwo:
qf,? (z,a;r,t)—ol(l)(r;i,k,t) (2.24)
jest rowne, dla réznych pozioméw z, jak ponize;j:
gdy 0<z<—rx,, to wynosi ono: —ﬁf,f) (T —Z;ﬂ] +o (r;k,z) ,
k
gdy —7x, <z <a , to wynosi ono: 7'z +o" (z30),

) X—Z-TX,

gdy a <z <a-—1x,, to wynosi ono: 7, +o(')(r;a,k,z),

—x,
gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Jezeli za§ i=k, tel,, t+7re€T, O<a<V, to ze wzordw (2.5) i (2.9) wynikaja kolejne
réwnosci dotyczace nastepujace prawdopodobienstwa:
q,((,?(z,a;r,t)—ol(l)(r;k,i) (2.25)
Wtedy powyzsze prawdopodobienstwo, w zaleznosci od wartosci z , jest rOwne nastepujaco:
gdy 0<z<a-rx,, x, >0, to wynosi ono: l—ﬂ,EI)T-f-O(l) (r;k) s
gdy z pozostate, x, >0, to wynosi ono: 0.
Natomiast prawdopodobienstwo:
q,({,? (zoa7,1)— 01(1) (z:1,k) (2.26)
jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponizej:
gdy 0<z<a, x, =0, to wynosi ono: l—ﬂ,fl)r+o(” (7;k),
gdy z pozostate, x, =0, to wynosi ono: 0.
Ponadto prawdopodobienstwo:
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q,(f,?(z,a;r,t)—ol(l)(r;t,k) (2.27)
jest rowne, dla roznych przypadkow, jak ponizej:
gdy —rx, <z<a-r1x,, x, <0, to wynosi ono: 1 —ﬁ,((l)ﬂ—o(l) (7:k),
gdy z pozostate, x, <0, to wynosi ono: 0.
Czlony ol )(r : ) wystepujace we wzorach (2.17)-(2.27) sa w otoczeniu 7=0
wielko$ciami nieskonczenie matymi rzgdu wyzszego niz z; spelniajg zatem warunek (2.16).
Otrzymane zaleznosci (2.13), (2.17)-(2.27) zostana wykorzystane w nastepnym
paragrafie do uzyskania relacji, jakie spetniajg funkcje gestosci fk(’)(z,t) w okresie 7, .

2.1.2. Gesto$ci rozkladow prawdopodobienstwa, a intensywnos$ci procesu wejScia
podsystemu M.

W celu wyznaczenia nastgpujacych prawdopodobienstw:
0 (ev1)
(zob. wzér (2.4)), opisujacych funkcjonowanie systemu w okresie 7, i stanie
posrednim poziomu zapasOw magazynu, wyprowadz¢ rownania, ktore spetniaja funkcje
gestosci f(z,¢) dla reT;.

Wykorzystujac ~ wzory  (2.4), (2.7), (2.13), (2.18), (2.19) i (2.25),
dla x, >0, tel,, t+rel, otrzymujemy:

Qf)(a,t-i—r):_[f,fl)(z,t+r)dz:
0

= Z{J.ql(,:) (z,a;r,t)fl.(l) (Z,t)dZ-ﬁ-Ql.([) ({0} ,Z)qj,:) (O,a;r,t)+ (2.28)

w0 (7)1l (V.asmn)) =
=AL + A+ A,

Gdzie poszczegolne sktadniki sg przedstawione ponize;j:
I tak sktadnik pierwszy 4, jest rowny:
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4, = Z{Q}” ({0} ,t)ql.(,f) (0,a;7,1) +0" ({V} ,t)qf,f) (V,a;7,1)+

x>0

_Z{( )z 40" )Q,(I)({O},t)+

i#k

X;>X;

ik

N J‘ O(2) £ (2t dz}+2{( r+0" )Q(f)({o},t)+

x<xy

a-tx;

+O(I)(T)Q,-([)({V}7t)+ I (;rf,:)z-+om(z'))ﬁ(l)(Z,t)dz+

0

+ J {n};) (r - OH_TX"] +o (t;a z)} o (z,0)dz+ (2.29)

Z kolei sktadnik drugi 4, wynosi:
AL, = 00 (10).1) ) (0. + O (V}.0)gl) (V. sm)+

Vv
+f61£? (zoo7,0) £ (z,0) dz =

(1 2z +o" (¢ ))Qk ({o}.1)+ (2.30)

+o(')(r)Q,El)({V},t)+ ‘([ (1 7r+o" (¢ ))fk (z,0)dz
+ T o(l)(r)fk(l) (z,t)dz.

Natomiast skfadnik trzeci 4, ,, t
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A= 20" (0))al) (0.ce.0)+ 0" (}.1) ) (Vi) +

x;<0
Vv
il s (e)|
0

- Z{(ﬂ}k’)wo(’) (2))0" ({0}.0)+ 2.31)

i#k
%<0
+O(/) (T)Qi(/) ({V} ,t)_;,_ 0‘*]:& (7[1-(,:)74_ O(/) (T))fi(/) (z,t)dz +

0

a-tx; o 4
+ I {,,‘(kz)[r_w}mm(T;a’z)}ﬁm(z’t)dﬁ f 0(/)(T)ﬁu)(z’,)dz}
a-1x; xi_xk

W wyniku zr6ézniczkowania rownania (2.28) stronami wzgledem a i po uwzglednieniu
przy tym zaleznosci (2.29)-(2.31), mamy:

d o, d

d .
f;”(a,zﬂ):a@l+a o+ (2.32)

gdzie sktadnik pierwszy di AL, to:
a

a—rx; (1)
i/l,:[ = ; {(72’}}5)74'0([}(1‘))‘](;([) (a—7x,t)+ I ’x%’fx](f[(’) (z,0)dz+

x>

a-rx;

—ﬁf,f)rﬁ(l)(a—rxi,t)+di J o(”(r;a,z)ﬁ(l)(z,t)dz—o(])(r)f,f(l)(a—rxi,t)}+
a

a-rx;

a0
+Z{( 2z 40! )ﬁ(l)(a—rxk,t)+ J L.ﬁ“)(z,t)dz-t-

izk a-tx, X, —X;
X<y

—f,.(l)(oz—rxi,t)o(”(z’)—zzf,f)rfi(”(ot—rxk,t)+di j ’o(l)(r;a,z)ﬁm(z,t)dz},

a-rx,

dalej sktadnik drugi diAf,, Wynosi:

i“lﬁz_(l 7Z'kT+0 ())fk (a—1x,,1)— 0(1)(r)ﬁ(')(a—rxk,t),

oraz sktadnik trzeci di Ay, jestrowny:
a

a-1x; ([)
%A,;, = ;{(ﬁg)ﬂom (1)).ﬂ(1)(a—rxk,t)+a:[& %ﬂ(l)(z,t)dz+
%<0
—ﬂ,.(,:)rﬁ(l)(a—ka,t)+di I 0(’)(T;a,z)ﬁ(’)(z,t)dz—o(l)(r)f,.“)(a—z'x,.,t)}
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Czton fk(')(a,t-t-r) wystepujacy w relacji (2.32) zostanie rozwinigty wedlug wzoru
Taylora do wyrazu rzedu drugiego wlacznie, a nastgpnie wyrazenie fk(’)(a,t) zostanie
przeniesione na lewa strone wzoru (2.32).

Po obustronnym podzieleniu otrzymanej rowno$ci przez 7 i przejsciu do granicy
z 7 — 0, otrzymujemy:

dla t € 7, mamy, co nastepuje:

o (et) _
at B
:—ﬁil)fk(l) (a.t)—x,———= Zf (aut)r

i#k

Dla stanow spetniajacych warunek: X, SO , rownanie (2.33) mozna otrzymaé

(2.33)

podobnie, wykorzystujac podane wczesniej pozostate wzory okreslajace funkcje qf/i)(z,a;r,t).
Tak wiec dla stanu posredniego poziomu zapaséw z(t) funkcje gestosci ﬁ(’)(z,t)
spelniaja nastepujacy uktad rownan rézniczkowych:
dla O<z<V, teT, k=1,2,...,n, mamy, co nastgpuje:
& (z:t)
o

2.34
o ( (2:34)

_—ﬂ,gl)fk(l)(z,t)— +Zf z t ,k
i#k

Rownania (2.34) zostang wykorzystane, migdzy innymi, do opisu funkcjonowania
badanego systemu w okresie 7;.

2.2.  Bariera dolna procesu opisujgcego poziom zapasow.

Zostanie teraz dokonana analiza pracy systemu w okresie 7, w przypadku,
gdy poziom zapasu produktu spetnia nastgpujacy warunek:

z|t)=0.
Dziatanie systemu w tym wariancie dl(a)t €7, charakteryzuja prawdopodobiefistwa
nastepujacej postaci:
0" ({0}.1)=P(z()=0, x(t)=x,). (2.35)
Prawdopodobienstwa Q,E’)({O},t) spetniaja nastgpujacy zwiazek (analogiczny do relacji
(2.7)-(2.9)):
Qil) ({0} t+z’) = P(z(t+r) =0, x(t+z’) =xk) =
= Zj.qm > Q (dZ t)

(2.36)

dlateT,t+7reT),
gdzie prawdopodobienstwo warunkowe qfk’) Wynosi:
ql.(A]) (z,{O}'z’ t) =
= P(x(¢)ma jeden skok w 1+0€(t,t+7), (2.37)
h(z+¢9x,)+( —0)x, <0|x(r)= )c,f)+0l (r i,k,t),
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edy i#k, z= z(t) € [0, V];
natomiast prawdopodobienstwo warunkowe qﬁ,) Wynosi:
gil (2.40});7.1) =

(2.38)
:P(z+rx(t)£0, x(s)=x, dla se[t,t+r]\x(t)=xk)+ol(l)(r;k,t)

przy czym z = z(t) € [0, V] .
Sktadniki o/)(z;i,k,t), o\ (z;k,t) wystepujace we wzorach (2.37), (2.38) spetniaja
warunek (2.10) (zob. wzory (2.8), (2.9)).
Wzo6r (2.37) wyraza prawdopodobienstwo tego, ze:
z(t+2') =0, x(t+r) =x,,jesli x(t) =X,

co ilustruje rysunek 12.

z
v _________________________
B
I X;
. A
Xk D/ t
¥ 1
t 18 &\ it i
\\ I ’/
\ e
\ \L o

Rys. 12. Ilustracja graficzna relacji (2.37), t € T, , t+7 €T,.

Lamana ABCD (zob. rys. 12) przedstawia dla te[t,t+r] realizacj¢ procesu z(t),
jezeli proces sterujacy x(¢f) ma w przedziale [f,/+7] jeden skok, tzn. x(s)=x
dla s e [t,t+49] oraz x(s) =x, dlase [t+9,t+r] .

Przy tym z(t+r):h[h(z+6’x,)+(r—9)xk], z=z(1)e[0,V].

Warunek nastgpujacy: z (t + T) =0
jest rownowazny ponizszemu warunkowi: h(z +0x;,) +(r -0)x, <0.

Analogicznie mozna zilustrowac relacj¢ (2.38) rysunkiem 13.
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t B t

Rys. 13. Ilustracja graficzna relacji (2.38), t € T, , t+7 € T,.

Lamana ABC (zob. rys. 13) jest wykresem realizacji procesu Z(t)
w przedziale [t,t + r] , jezeli proces sterujacy x(t) w przedziale [t,t + T] przebywal stale
w stanie x, . Wowczas z(t+r) = h(z+rxk), z= z(t) S [O,V] .

Zwiazek (2.38) wyraza prawdopodobienstwo tego, ze Z(t + T) =0, x(t + z’) =X, przy
hipotezie x(t) =X,.

Oczywiscie nastgpujacy warunek: z (t + T) =0
jest rownowazny ponizszemu warunkowi: z+7x, <0.

W nastepnym paragrafie beda wyprowadzone explicite wzory dla prawdopodobienstw
q,&{) okreslonych za pomocg zaleznosci (2.37), (2.38).

2.2.1. Prawdopodobienstwa warunkowe w przypadku bariery dolnej.

Wykorzystujac relacje (2.6) i (2.37) otrzymujemy, co nastepuje:
(!)
gV (z,{O} ;r,t) = I Z’(’;) d(l—exp(—zzf”&’)) +o!" (T3, kt), (2.39)
A%
gdzie zbidr 4 okreslony jest nastgpujaco:
A:{H: 0<f<z, h(x+06x)+(r-0)x, SO},
dlai=k z=z(1)e[0,V], teT, t+reT,.

Jezeli x, >0, x, <0 tel,, t+reT,,rmale, 0<0 <7, wowczas zbidr:
{0: h(z+6x)+(r—0)x, <0} =
={0: h(z+0x)+(r-0)x, <0}n{0: z+0x <V}=

={0: z+6x +(r-0)x, so}m{az o< V_z}
X.

i

jest rowny, w zaleznosci od z, jak ponize;j:

gdy z <—rx, , to mamy: {6’: HS_Z_—Txk}m{H: €<V_Z},
X, — X, X,

i

gdy z pozostate, to mamy: .
Stad i z okreslenia zbioru 4 mamy, w zalezno$ci od poziomu z , nastgpujace rownosci:
dla z <—7x, posta¢ zbioru A4 jest nastgpujaca:
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A:{@: esﬂ}, (2.40)
X, — X,
za$ dla z pozostatych mamy: 4=9.
Na podstawie wzorow (2.40) i (2.39), po scatkowaniu, otrzymujemy nastgpujace
prawdopodobienstwa:
) (2.40}:7.0) 0" (z3i,k.1) (2.41)
ktore, przyjmuja rozne, nastepujace wartosci w zaleznosci od poziomu z :
gdy z <—rx,, to wynosza one: ﬂ,.(’) ZETN L 40 (730,k,2),
Xe =X
a gdyz pozostate, wowczas wynosza: 0 .
Analogicznie mozna wykaza¢, ze prawdopodobienstwa qf,ﬁ) w  pozostatych
przypadkach wyrazaja si¢ nastepujacymi wzorami w zaleznosci od réznych wartoSci
X, Oraz x,.

Itak dla x, =0, x, <0 prawdopodobienstwa:

¢ (2.40}:7.0) =0 (rsiik 1), (2.42)
w zaleznosci od réznych pozioméw z przyjmuja nastgpujace wartosci:
+
gdy 0 < z < —7x, , wOwczas wynosza: 72'[.(,‘{) AL ol (T;k, z) R

k
a gdy z pozostate, to wynosza: 0.
Natomiast dla x, <0, x, <0 prawdopodobienstwa:
ay (2.{0}:7.0) =0 (3i,k. 1), (243)
w roznych przypadkach moga by¢ rowne, jak nastepuje:
gdy0<z<—7x, x,—x, >0, to mamy: 7'z +0" (i),
+
gdya —7x, <z<-1x,, x,—x, >0, to mamy: 7z ERALL ) (z32.,i,k),
X, —X,
gdy z pozostale, x, —x, >0, to mamy: 0,
gdy0<z<-rx,, x,—x, <0, to mamy: 72"(,:)2'+0([) (i),
+
gdy—7x, <z<-tx, x,—x, <0,to mamy: 72'1.(,(1) (T—ﬂ}L o (752,1,k),
X, =X,
gdyz pozostate, x, —x, <0, to mamy: 0.

W przypadku x, >0, x, =0 prawdopodobienistwo spetnia warunek:

g (z,{O} ;r,t)—ol(’) (73i.k,1)=0; (2.44)
gdy 0<z<V
W sytuacjix, =0, x, =0 prawdopodobienstwo:
qf,:) (z,{O};r,t)—ol(l) (73i.k,1) (2.45)

w zaleznosci od poziomu z , moze by¢ rowne, jak ponizej:
gdy z =0, to wynosi ono: 7r,.(,f)r+o(/) (T;i),
agdy 0<z<V,towynosiono: 0.
W sytuacji x, >0, x, - dowolny stan wowczas prawdopodobienstwo spemia

nastepujacy warunek:
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qu)(z,{O};T,t)z ofz)(r;i,k,t) (2.46)
Dalej dla x, <0, x, =0 prawdopodobienstwa:

g\ (z,{O};r,t)—olU) (750,k,1) (2.47)
moga w zaleznosci od poziomu z by¢ réwne, jak ponizej:

X.

gdy 0<z<-rx,, to wynoszg one: 7[1.([) (r + ij +o (‘r; z,i) ,
a gdy z pozostale, wtedy wynosza: 0.
Jezeli i=k, tel,, t+reT, to ze wzorow (2.5) i (2.38) wynika nastgpujaca
réwno$¢ dotyczaca prawdopodobienstwa:
q,EQ (Z,{O} ;r,t)—ol(l) (z3k,1), (2.48)
ktére przyjmuje rozne ponizsze warto§ci w nastgpujacej zaleznosci od réznych poziomow z :
gdy 0<z<V, x, >0, to przyjmuje ono wartos¢: 0,
gdy 0<z<—rx,, x, <0, to przyjmuje ono wartoé¢: 1— 7!z +0!) (7;k),
za$ gdy z pozostate, x, <0, to przyjmuje ono roéwniez warto$¢: 0.
Cztony 0(’)(7 .. ) wystepujace we wzorach (2.41)-(2.48) sa w otoczeniu 7=0
wielkos$ciami nieskonczenie matymi rzedu wyzszego niz 7; spetniajg wigc warunek (2.16).
Otrzymane rownosci (2.41)-(2.48) beda wykorzystane w nastgpnym paragrafie
do wyznaczenia roéwnan rozniczkowych, ktore speilniaja prawdopodobienstwa (2.35)
opisujace funkcjonowanie systemu w okresie 7, w przypadku bariery dolne;.

2.2.2. Bariera dolna, a intensywnoS$ci procesu sterujacego poziomem zapasow.

W celu wyznaczenia nastgpujacych prawdopodobienstw:
o/'(fo})
(zob. wzor (2.35)) charakteryzujacych dziatanie systemu w okresie 7; w przypadku bariery
dolnej wyprowadze rownania, ktore spetniajg funkcje Q/E”({O},t) dlateT,.
Wykorzystujac ~ wzor  (2.36) oraz relacje (2.41), (242) 1 (2.43),
dla x, <0, teT,, t+7eT, otrzymujemy:

0" ({0}.1+7)=
=Z{I 4 (2405:7.0) £ (z.)dz +
+0"({0},1) 4l (0.{0}:7,0)+ Q" ({}.0)a (.40} 7.1)} =

=AL+ A+ A,
gdzie poszczegdlne sktadniki wynoszg jak ponize;j.
Sktadnik pierwszy A4, wynosi:

(2.49)
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4= {I% 20 seut) £ (2.)+ 0 ({0}.1) gl (0.f0}: )+

x20

+0 ({1).1)) (V- {0}irur)} -
-z{ [z e

+I (z.1) dz+Q ({ }, )(ﬂ‘.(,f)m+0([)(T;O)]-&-QL.(I)({V},I)O([)(T)},
—Tx Xe =%

Drugi skladnik 4, jest rowny:
A, =0 ({0}.1) g (0.{0}:2.0) + 0 ({¥}.1) gl (V. {0} 1 7.0) +

+'qu(2) (z,{O};r,t)fk(” (z.t)dz =

(1 =r+o" (2)) 0 ({0}.1)+

—7x;

#o ()0 (7}.0)+ [ (1w 0" (2)) 2 () e+

0

Vv
+ j o

—7x;

Trzeci za$ sktadnik A4, t

{f o) (2 {0):t) £ ()44 (0.{0):r.6) 0 ({0}.1)

%<0

+qs,:><V,{o};m)Q<“<{V}J>} -
= Z{( 2z +0" )Qi(l)({o}’t

izk

~—~—

+

X <X

G 1)+ [ (o ()4 )i

+_]:[ "f( M‘J+o(”(7;2)}ff(1)(z’t)d2+ JV. 0(1)(1)f,,“)(z,t)d2}+

-y, X -7

3 {(we+0" ()2 (10}.1)+ 0" (£)0 ({7}.0)+

i#k
T (a7 +09 (N £ (5. 0Vdz 4 [ 20255 o0 ()| £ (5.1)ds
+ _([ (7[[1\,2'+0 (r))f, (z, ) +_.L {7[1,c o x +o0 (r,z) f (z, ) +

. 0(')(r)ﬁ(')(z,t)dz}.
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Po przeniesieniu wielkosci QE’)({O},t) na lewa stron¢ wzoru (2.49) i po obustronnym
podzieleniu otrzymanej réwnosci przez z i po przejsciu do granicy przy 7 — 0 uzyskujemy
roOwnos$¢ nastepujaca:

20" ({0).1) _

ot
=-2'0" ({0}.6)—x, " (0.1)+ Z};g}” ({0}.0) 7)) + (2.50)
<0

Xk ({0 (1)
3 g ()l
x>0

Z okreslenia procesu z(t) i wiasnosci procesu x(¢) wynika, Ze:

0"({0},1)=0, gdy x, >0. (2.51)
Zatem wzor (2.50) przyjmuje postaé nastepujacg:

00" ({0}.1) _

o
=-zg!) ({0}, t) —x, 0" (0,1)+ Zk: o ({0}.1) ).
%<0

(2.52)

Relacje (2.52) dla x, =0 wyprowadza si¢ analogicznie, jak zalezno$¢ (2.50).

Tak wigc prawdopodobienstwa Q,E’)({O},t) , opisujace funkcjonowanie systemu
w przypadku bariery dolnej, spetniaja nastepujacy uktad réwnan, w zaleznosci od réznych
poziomow X, :

dla x, <0, t €T;, mamy:

00" ({0}.1) _
a 2.53)
=-2'0" ({0}.,1)~x,f" (O,t)+2Qi(l)({0},t)7zi(,f), ’
;<0
dla x, >0, te7,, mamy:
0 ({0}.1)=0.

Zalezno$ci te zostang dalej wykorzystane, migdzy innymi, do opisu dziatania
rozwazanego systemu w okresie 7, .

2.3.  Bariera gorna procesu opisujgcego poziom zapasow.

Teraz zostanie dokonana analiza pracy systemu w okresie 7, w przypadku,
gdy poziom zapasow produktu spelnia nastepujacy warunek:
z(t):V.
Dziatanie systemu w tym wariancie dla ¢e7, charakteryzuja ponizsze
prawdopodobienstwa nastepujacej postaci:

o ({(7}.0)=P(z(1)=7, x(t)=x,). (2.54)

42



Prawdopodobienstwa Q,E”({V},t) spelniaja zwigzek (analogiczny do realizacji
(2.36)-(2.38)):

o' ({}ue+e)=
:P(z(t+r)=V, x(t+r)=xk): (2.55)

= Z].ql(,i) (z,{V};r,t)Qi([) (dz,2),

dlarel, t+7r€T, 0
gdzie prawdopodobienstwo warunkowe qfk’) Wynosi:
g (z.4V}se.) =
:P(x(t) ma jeden skok w t+6 € (t,t+7) (2.56)
h(z+6x)+(7-0)x, 2V |x(t) :x[.)+0](1) (73i,k,1),
gdy i#k, z=z(t)e [O,V].
Zas dla i =k zwigzek jest nastepujacy:
q,({Q (z,{V};T,t) =

= P(Z+Tx(l) >V, x(s) =x, dlase (t,t + r) | x(t) =X, ) +01(/) (r;k,t),
przy czym z =z (1) [0,V ].
Sktadniki 0]([) (r;i, k,t) , 01(/) (‘r; k,t) wystepujace we wzorach (2.56), (2.57) spelniaja

warunek (2.10) (zob. wzory (2.37), (2.38)).

Ilustracja graficzna wzordéw (2.56) i (2.57) jest analogiczna, jak w przypadku relacji
(2.37) 1 (2.38). Przedstawiaja to rysunki 14 i 15.

(2.57)

Rys. 14. Ilustracja graficzna relacji (2.56), t € T, , t+7 €T,.

: A
T B C
X
(izk)
oA
t ter t

Rys. 15. Ilustracja graficzna relacji (2.57), t€T;, t+r e T,.
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W nastgpnym  paragrafie = zostang = wyprowadzone  explicite = wzory
dla prawdopodobienstwa q},f) okreslonych zalezno$ciami (2.56), (2.57).

2.3.1. Prawdopodobienstwa warunkowe w przypadku bariery gornej.

Wykorzystujac relacje (2.6), (2.56) otrzymujemy, co nastgpuje:
g ({1 fseot) =0 (i k1) = [ 2rd(1-exp(-70)), (2.58)
gdzie zbidr A okreslony jest nastepujaco: !
A={0:O<0<r, h(z+6x)+(7—6)x, > V},
dlai=k, z=z(¢t)e[0V], tel, t+rel,.
Jezeli x, >0, x, >0, z mate, 0<& <7, tel,, t+reT,towowczas zbior:
{0:h(z+0x)+(r-0)x, 2V} =
={0:h(z+0x)+(r-0)x, 2V|N
AO:z+0x, <V}O{0:h(z+0x)+(r-0)x, 2V} {0:z+0x, 2V} =

jest rowny w zaleznosci od znaku roéznicy x, —x, jak ponize;:

gdy x, —x, >0, to mamy: {Hzgzm}m{gzék V_Z}U{H:HZ V_Z},
X, —X, X, X,

gdy x, —x, <0, to mamy: {Q:HSm}ﬁ{0:9< V_Z}U{H:HZ V_Z}.
X, — X, X, X,

Zbior ten jest rowny, w zalezno$ci od roznych przypadkow nastepujaco:
gdy x,—x, >0, V —7x, <z,tomamy: {#:0<60<7},
gdy x,—x, >0, V-7x,<z<V-rx,,t0o mamy:

{Q:V_Z_”* <0< V_Z}U{Q:QZ V_Z},

X, — X, X; X,

i

gdy x, —x, >0, z pozostale, to mamy: &,

gdy x,—x, <0, V—-7x, <z<V—rXx,,t0 mamy: {6:9<m}u{0:92 V_Z},
X, — X,

gdy x,—x, <0, V—rx,<z,tomamy: {#:0<6<7z},

gdy x, —x, <0, z pozostale, to mamy: <.
Stad i ze wzoru okreslajacego zbidr 4 otrzymujemy rozne postacie zbioru 4 w réznych
przypadkach, jak ponizej:

dla x,—x, >0, V —7x, <z<V mamy: A={0:0<6<1},

V—z—
dla x,—x, >0, V—7x, <z<V —7x, mamy: A:{H:Z—Tx"<0<r},
xi - xk
dla x, —x, >0, z pozostale mamy: 4=,
V_z—
dla x,—x, <0, V —7x, <z<V —7x, mamy: 4 :{9:6’<Z—m"},

X, — X,
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dla x,—x, <0, V' —7x, <z<V mamy: A:{9:0<6’<7},
dla x, —x, <0, z pozostate mamy: 4= .
Zatem, biorgc pod uwagg relacj¢ (2.58), prawdopodobienstwa:
) (z4V}sr.t) =0 (rii. k1) (2.59)
w zaleznosci od réznych przypadkoéw sa rowne, jak nastepuje:
gdy x,—x, >0, V—1x, <z <V —1x,, wtedy wynosza:

7[1(,:) (T__V_Z_TXk ]""0(1) (Z-;V9iakaz),
X; — X,

gdy x,—x, >0, V—rx, <z<V, wtedy wynosza: 7[5,:)‘[ +o (7:0),

gdy x, —x, >0, z pozostate, wtedy wynosza: &,

V—z—
gdy x, —x, <0, V—7rx, <z <V —rx,, wtedy wynosza: ¥ L2270 o

ik

o (T;V,i,k,z),

gdy x,—x, <0, V —zx, <z<V, wtedy wynoszg: 7'z +0" (z;i),
gdy x, —x, <0, z pozostate, wtedy wynosza: &.
Analogicznie mozna obliczy¢ prawdopodobienstwa g, w pozostalych przypadkach.
Wyrazajq si¢ one nastepujacymi wzorami w zaleznosci od réznych pozioméw x; oraz x, .

I'tak dla x, <0, x, >0 prawdopodobienstwo:

g\ (z,{V} ;T,Z) —o!" (z30,k,1) (2.60)
moze by¢ rowne, w zaleznosci od z, jak ponizej:
. Voz-
gdy V —7x, <z <V, to wynosi ono: ﬂi(,f) 2T L 50 (3V,ik,z),
X, — X,

gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
W sytuacjix, =0, x, >0 prawdopodobienstwo:

) (zV}ir.t) =0 (rii.k.1) (2.61)
moze przyjac¢ nastepujace wartosci w zaleznosci od z :
gdy V —7x, <z <V, to wynosi ono: 7.’ ztoy =V +o (3V,ik,z),
X

gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Dalej dla x, >0, x, =0 prawdopodobienstwo:
@\ (27 }ir.t) =0 (rii.k.1) (2.62)
moze by¢ rowne, w zaleznosci od z , jak nastepuje:
gdy z =V, to wynosi ono: 7'z +0" (7:1),
gdy 0<z <V, towynosiono: 0.
Zkoleidla x; <0, x, =0 prawdopodobiefistwo spetnia nastgpujacy warunek:
g\ (z4V}ir.t) =0 (rsik,t) =0, (2.63)
gdy 0<z<V .
Rowniez dla x, <0, x, -dowolnystan , to prawdopodobiefstwo spelnia nastgpujacy
warunek:
) (=41 }ie) ol (riikr) =0, .69
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gdy 0<z<V.
Jezeli i=k, tel,, t+rel,, to ze wzordw (2.5) i (2.57) wynika nastepujaca réwnosc¢
dotyczaca prawdopodobienstwa:
ay (z4V}sr.t) =0l (i k1), (2.65)
ktéra w zaleznosci od réznych sytuacji moze przyjmowac rdzne wartosci, jak nastepuje:
gdy x, <0, 0<z<V,to przyjmuje ono warto$¢: 0,
gdy V—7x, <z<V, x, 20, to przyjmuje ono wartosé: 1- 7"z +0") (7:k),

za$ gdy z pozostale, x, >0, to przyjmuje ono tez warto$¢: 0.

Czlony o(l)(r;...) wystepujace w  zaleznoéciach (2.59)-(2.65) sa wielko$ciami

nieskonczenie matymi rzgdu wyzszego niz 7 i w otoczeniu 7 =0; spetniajg zatem warunek
(2.16).
Otrzymane réwnosci (2.59)-(2.65) zostana wykorzystane w nastepnym paragrafie

do wyznaczenia réwnan rézniczkowych, ktore spetiaja prawdopodobienstwa Q,EI)({V},I)

opisujace funkcjonowanie badanego systemu w okresie 7,, w przypadku bariery gornej.

2.3.2. Bariera gérna, a intensywnos$ci procesu sterujgcego poziomem zapasow.

W celu obliczenia nastgpujacych prawdopodobienstw:
o ({r}-1)
(zob. wzor 2.54)) charakteryzujacych dziatanie systemu w przypadku bariery goérnej zostang
wyprowadzone réwnania, ktére spetniaja funkcje O ({r}.e) dlareT,.
Na podstawie wzoru (2.55) oraz relacji (2.59)-(2.61), dla x, >0, teT;, t+r€l,
otrzymujemy:

9 ({V} ! +1) = Z{Iq,(/:) (Z,{V};T,t)fi(l) (z,¢)dz+
+0"((0)a)) (07 }im )+ 0 (7.0 (V0 el = - 260

=Al + A4, + A,
gdzie poszczegolne sktadniki 4, A,?J oraz A, , majg nastepujgca postac:

+

skfadnik pierwszy A4, wynosi:
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A, = k{.[q,k 2 {V}st.t )(zt)dz

x>0

00 (0.0)d (0.} i5.) <{V},r>qu><v,m;m>} -
= z {VJTY z t)dz

i#k

X >

V—rx;
" J‘ {ﬂfk”[r—m}o(’)(r;z)}fi(’)(z,t)dﬂ

V—rx; X = xk

i

+ J' [7{1,c r+0 in(l)(z,t)dz+Ql.(1)({0},t)0([)(1)}+

V—tx;

+Zﬁ~ 0 (z0) dZ+VH uwn(m)}ﬁm(zj,)dﬂ

i#k Vi X =X

x; <Xy

+ [;rfﬁﬂo(”(r)] S (z,0)dz+ 0" ({0},1)0") () +
+o" ({r} ,t)[ﬂfkl)r +o!) (r)]} ,

(2.67)
sktadnik drugi AA , Wynosi:

4L, = 0" ({0).0) ) (01 i)+ 0 (V)] (vi{r fimr)+

+j.q£,jl()(z,{V} T, t)f (z,t)dz =

2.68
:Qé’)({O},t)o(”(r)+Q,El)({V},t)[l—ﬂ,gl)r+a(1)(T)J+ (2.68)
V—tx;
+ j 7) [ (z,0)dz + _[ { uwto(’)(r)}[k“)(z,t)dz,
V-tx; xi xk
trzeci za$ sktadnik 4, , wynosi:
V—rx;
AU:Z{ J. 0(1)(r)fi(/)(z,t)dz+
+ j{ ke T z):|f (z1)dz+0" ({0},0)0" (z)+ (269
V—rx; )C _'xk

+0) ({V},r){n}k’) 4ol (T;V)}}

X, — X,
Uwzgledniajac relacje (2.67)-(2.69) przeniesmy prawdopodobienstwo Q,EI)({V},I)

na lewg strong wzoru (2.66). Nastepnie, po obustronnym podzieleniu otrzymanej rownosci
przez 7 iprzejéciu do granicy: 7 — 0, otrzymujemy nastepujacg rOwnosc:
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()
SOPWIL1) oo ((1),1) 5 (1,0)

ot

0 " (2.70)
B ())al 30 ()
x;20 x;<0

Wzor (2.70) dla x, =0 otrzymuje si¢ analogicznie.
Z wtasnosci procesu x(t) i okres$lenia procesu z(t) wynika, ze:
0" ({r}.t)=0 dla x, <0. 2.71)

Po uwzglednieniu zalezno$ci (2.71) relacja (2.70) przyjmuje prostsza postac,
ktora w zaleznoéci od warto$ci x, jest ponizej zaprezentowana.
Prawdopodobienstwa Q,EI) ({V} ,t) spetniaja zatem nastgpujacy uktad rownan

dla x, >0, t €7, mamy:

00" (V1)

pra e (U R AR GO L (LS R E e

x>0
dla x, <0, t €7, mamy:
0! ({7}.1)-0.
Zalezno$ci te zostang wykorzystane, migdzy innymi, do opisu funkcjonowania
badanego systemu w okresie 7, (/ =1,2,...,m).

3. Probabilistyczny opis funkcjonowania systemu logistycznego S(za).

Wyniki przedstawione w paragrafach 2.1, 2.2 i 2.3 zostang teraz zastosowane do
uzyskania stochastycznego opisu dziatania badanego systemu logistycznego (zob. rys. 4)

w przypadku, gdy wejscie w(t) podsystemu M jest procesem zagregowanym.
Funkcjonowanie rozwazanego systemu w okresie 7, (l =1, 2,...,m) opisuje

nastepujacy uktad rownan rézniczkowych odpowiednio dla:
- stanu posredniego, czylidla 0<z <V, teT,, k=12,..,n mamy (zob. wzor (2.34)):

6fk (z, ) _
ot
3.1
(1)
_ _”]E/)ﬂ(z) (z.)-x, o a(zz,t) +ka(/) (Z,t)ﬁ,-(,f),
i#k
- Dbariery dolnej, czyli dla x, <0, ¢ €7, jest (zob. wzor (2.53)):
20" ({0}.1) _
a
(3.2)
:_”/EI)QIEl)({ } ) foA szk ( a ) Tk
%<0
przy czym dla x, >0, ¢ €7, mamy:
0 ({0}.1)=0; (3.3)
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- bariery gornej, czylidla x, >0, ¢ €, mamy (zob. wzor (2.72)):

o0 ({r}.) _
ot -
NG 3.4
==mQ (7)) e sl (V20)+ 200 () 1) !
przy czymdla x, <0, t €7, jest: .
o) ({r}.t)=0. (3.5)

Uktad réownan (3.1)-(3.5) przedstawia matematyczny model badanego systemu
w przypadku zagregowane wejscia w(t) do podsystemu M.

W praktyce wazne sg roOwniez prostsze warianty tego modelu.

Oto one:
1) Intensywnosci procesu wejscia podsystemu M sg stale:
ﬂ,.(k]) =7T,..
Wowczas funkcje:
10 (z0)= £ (2.0),
0" ({o}.1) =0, ({o}.1).
o' ({ry0)=a.({r})
zaleza od czasu w okresie 7, T, U...T, .
2) Intensywnosci 71'(,{) procesu wejscia podsystemu M zaleza od okresu 7, .
Woéwczas funkcje:
fA()(z,t)zﬁf”(z),
)({O}af) ¢ ({0}),
o (r}r)=a"(ir})
nie zaleza od czasu w okresw T,.
3) Intensywnosci procesu wejscia podsystemu M sg stale:

ﬂ.l(kl )

oraz funkcje prawdopodobienstwa:
£(=0=1£(2),
o’ ({o}.1)=0.({0}).
o’ ((rn=a.({r)

nie zaleza od czasu w okresie 7, UT, U...T .

= ”zk

Model (3.1)-(3.5) dla wariantu pierwszego 1) przyjmuje posta¢ nastepujaca:
- w przypadku stanu posredniego, czylidla 0 <z <V, k=1,2,...,n mamy:

%:_ﬁkﬁ,(z,o— fk (2.1) +Zf (z.0)7,. (3.6)
i#k
- w przypadku bariery dolnej, czyli dla x, <0 jest:
00, ({0} ,¢
%:—@Qk({} t)-x.f, (0,1)+ Z;Q( )7, (3.7)

%<0
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przy czym dla x, >0 jest: O, ({0}.,7)=0, (3.8)
- w przypadku bariery gornej, czyli dla x, >0 mamy:

00, ({V1,
%:_ﬂka({ } ) fok Vt ZQ( ) Tt (3.9
przy czym dla x, <0 jest: Qk({V},t)=0. (3.10)

Dla wariantu drugiego 2) model (3.1)-(3.5) ma nastepujaca postac:
- w przypadku stanu posredniego, czylidla 0<z <V, k=1,2,....,n mamy:

()
%, dfkdz( a0 Zf (3.11)
- w przypadku bariery dolnej, czyli dla xk <0 mamy:
70! ({0}) ==/ (0)+ 2 0 ({0}) = (3.12)
x;<0
przy czym dla x, >0 jest: Q,((/) ({0}) =0; (3.13)
- w przypadku bariery gorne;j, czyli dla x, >0 mamy:
=0 (7)) =x s )+ 20" () (3.14)
x;20
przy czymdla x, <0, [ =1,2,...,m jest: Q,i” ({V}) =0. (3.15)

Uktad réwnan (3.1)-(3.5) w przypadku trzecim 3) przybiera nast¢pujacg postac
Uproszczong:
- w przypadku stanu posredniego, czyli dla k =1,2,...,n mamy:

d

f’&i 2) =-7.f,(z Zf Ty (3.16)

- w przypadku bariery dolnej, czyli dla x, <0 mamy:
70, ({0}) = =%/ (0)+ 2 0. (V) 7 (3.17)

x;20

przy czym dla x, >0 jest: O, ({0}) =0; (3.18)

- w przypadku bariery gornej, czyli dla x, >0 mamy:
.0, ({ ) xSV ZQ ( ) s (3.19)

x;20

przy czym dla x, <0 jest: O, ({V}) =0. (3.20)

Roéwnania (3.16)-(3.20) rozpatrujemy tacznie z nastgpujacymi rdOwnaniami zupetnosei
prawdopodobienstwa postaci:

o, ({0)+0,(M)+0,({V})=p» k=12,..m, (3.21)
gdzie p, =P (x(t) = xk) (wariant stacjonarny).
Oczywiscie zachodzi wtasno$¢:

> =1 (3.22)
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Matematyczny opis dziatania badanego systemu logistycznego w przypadku
zagregowanego wejscia w(z), wyrazony relacjami (3.1)-(3.21), mozna zastosowaé w procesie
decyzyjnym w celu zwickszenia efektywnosci funkcjonowania tego systemu
wspomagajacego centrum ustug.

4. llosciowe charakterystyki waskiego gardla i inne wielkoSci opisujace
dzialanie systemu S(za).

Rozpatrzmy system logistyczny przedstawiony na rys. 8, w ktorym wielko$¢ produkcji
y(t) przesylana jest od podsystemu P do podsystemu M i dalej do odbiorcy O w sposob
ciggly np. za pomoca podsystemu transportowego 7, np. tasmociggéw wspotpracujacych
ze sobg szeregowo, co przedstawia rys. 16.

PODSYSTEM TRANSPORTOWY

P () I_T” przekaznik L = wie) M a 0
! przepustowosc d, objgtosé Vi ’

Rys. 16. Struktura podsystemu transportowego.

Produkt y(t) przekazywany jest z danego ta$mociggu 7, na ta$mociag nastepny T;
za pomocg tzw. przekaznika L o przepustowosci 4 i objetosci V| (zob. [13]-[16]).
Przekaznik ten, oprécz kierowania strumienia produktu z tasmociagu 7, na tasmociag T, ,
Z uwagi na swoja objetos¢, amortyzuje nieregularno$¢ wartoéci przekazywanego produktu
y (1) ograniczajac w ten sposob mozliwos¢ powstania tzw. ,,waskiego gardta”.

Jezeli zawarto$¢ przekaznika L jest rowna jego objetosci V, oraz poziom produktu
y(l) przekracza przepustowo$¢ d tego przekaznika, to takie zdarzenie losowe nazywac
bedziemy ,,waskim gardtem”.

Wystapienie waskiego gardla przez pewien okres czasu spowoduje zablokowanie
funkcjonowania tasmociagéw T i T, , a zatem takze unieruchomienie catego podsystemu

transportowego 7 wspolpracujacego  bezposrednio z  podsystemami P i M
oraz w konsekwencji z odbiorcg O.
Z prac [13]-[19] wynika, ze matematyczny model funkcjonowania przekaznika L

ma postaé
df,z

(yk—d) dz :_”A-fk(z)+Zfz(Z)”;k’ 4.1)

dla k=1,2,...,n.

Przepustowos$¢ d przekaznika L determinuje wielkos$¢ strumienia produktu w sposob
nastepujacy:

dla y, <d jest spelniona ponizsza rownosc:

7y ({O}):(d_yk)ﬁc(o)+ZQ!’({O})”I‘H 4.2)
przy czym dla y, >d mamy: O, ({0})=0, B 3)

za§ dla y, >d jest spetniona nastgpujaca rownosc:
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70, (1)) = (=) £, (M) + 2 0. (1)) 7 @4

i#k
v;2d

przy czym dla y, <d mamy: O, ({V,})=0. 4.5)
W modelu (4.1)-(4.5) wystepuja takie same oznaczenia, jak uzywane do tej pory
w poprzednich rozdziatach: 1-3, jednak sens ich jest inny i wynika z faktu, Ze proces z(t)

przedstawia w tym przypadku chwilowa zawartos¢ przekaznika L o przepustowosci
d 1iobjetosei ¥V,. Warto zauwazy¢, ze model (4.1)-(4.5) odpowiada modelowi (3.16)-(3.20).
Rozwigzujac uktad rownan (4.1)-(4.5) mozna wyznaczy¢ nastgpujace wielkosci:

. $rednia ilo§¢ m produktu Wydostajqca si¢ na zewnatrz, to:
m= Zd v —4)0, ({n}). (4.6)
. prawdopodobienstwo qu wystapienia ,,waskiego gardta”, to:
4= 2 0.(1n}) 4.7)
. prawdopodobienstwo g, ;:kzqéciowego wypelnienia przekaznika L, to:
4:=2.0.(") (4.8)
. prawdopodobienstwo ¢, sytuacji braku wypetnienia przekaznika L, to:
9= 2. 0 ({0)). (4.9)
Vs
. prawdopodobienstwo ¢, sytuacji catkowitego wypetnienia przekaznika L, to:
0.= 2 O({1}) (4.10)
Ve

Wzér (4.6) okresla $rednig ilo$¢ produktu, ktéry na skutek zaistnienia waskiego gardta
wydostal si¢ na zewnatrz przekaznika L, na jednostk¢ czasu. Informacja ta ma wazne
znaczenie praktyczne, poniewaz w przypadku, gdy ilos¢ ta jest zbyt duza, woéwczas wystapi
zablokowanie podsystemu transportowego 7 i w konsekwencji — wstrzymanie dostaw do
magazynu M i do odbiorcy O. Jezeli w tym czasie brak jest produktu w magazynie M,
to nastapi sytuacja niekorzystna dla odbiorcy O, ktéry zmuszony bedzie wstrzymac
lub ograniczy¢ wilasng dziatalnosé.

Zwigzki (4.7)-(4.10) wyrazaja kolejno:

e prawdopodobienstwo  (4.7) oznacza  wystapienia ,waskiego  gardla”

w rozwazanym systemie. Konsekwencja tego zdarzenia moze by¢ zablokowanie
dzialania podsystemu transportowego 7 =ze wszystkimi konsekwencjami
tej blokady wlacznie;

e prawdopodobienstwa (4.8), (4.9) i (4.10), oznaczaja ze element L bedzie

czgéciowo wypehiony, pusty lub calkowicie wypetniony.

Charakterystyki nastepujace

- m, q, (wielkosci opisujace ,,waskie gardto™),

oraz

- ¢, 4, q, (opisujace funkcjonowania przekaznika L)

zaleza od wielkosci: 7, , y, opisujacych parametry podsystemu Pi T
oraz od V,, d opisujacych parametry przekaznika L .
Zatem charakterystyki m , ¢, (i=1,2,3,4) s3 pewnymi funkcjami zaleznymi

od parametrow z,, y,, ¥,,d, czyli mamy nastepujace zaleznosci:
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m:ho(”fkayand)a
=h; (7 3,0,,d), dla j=1,2,3,4.
Mozna wigc optymahzowac wielkosci podanych charakterystyk i, , i, h,, h,, h,

4.11)

poprzez odpowiednie zmiany warto$ci tych parametrow. Intensywnosci przejscia 7, zaleza
m.in. od takich elementéw organizacyjnych, jak: sprawnos¢ ekip naprawczych, szybkosé
dostepu do czgéci zamiennych, sprawno$¢ przekazywania produktu y, do podsystemu 7,
poziom konserwacji urzadzen systemu S (za) , wlasciwe planowanie remontow itp.

Usprawniajagc  zatem czynniki organizacyjne mozna wplywaé na wielkosci
intensywnosci 7, , a tym samym — za pomocg wzoréw (4.6), (4.7) okresla¢ wartos¢
charakterystyk opisujacych ,,waskie gardto” i ogélnie — wptywac na warto$¢ charakterystyk
funkcjonowania przekaznika L.

Opis ,,waskiego gardla” oraz pracy przekaznika L bedzie przedstawiony na, waznym
w praktyce, przykladzie dwustanowego procesu sterujacego y(t) (zob. [19]). Podane beda
wigc konkretne postacie funkcji (4.11) w rozwazanym wariancie.

Niech zatem np. y, >d, y, <d.
Rownania (4.1)-(4.5) przyjmuja wtedy nastepujaca postac:

08 e (o)

4. (2) (4.12)
z
(7, _d)iT =-mf(2)-7.1(2).
gdzie spetnione sg nastepujgce warunki:
Ty =Ty, T =T
o ({o})=0 (4.13)
7[2Q2({ })=(d—y2)f2(0), (4.14)
o, ({n})=0, (@.15)
70 ({(h})=(n~d) £ (K). (4.16)
Rozwigzaniem ogélnym uktadu rownan rézniczkowych (4.12) sa nastepujace funkcje:
£i(z)= cld” +¢, exp(—bz), (4.17)
1
G d-y,
=" —bz), 4.18
T e 418)
d =r, (yl _d) +7, (yz _d)’
za$ stale b, ¢,, ¢, sa nastgpujacej postaci:
p=-T2 T 4, (4.19)
-d y-d

¢ 1 ¢, - dowolne stafe.
Roéwnania zupelnosci prawdopodobienstwa przyjmuja tu ponizsza postac:
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4

[ £(z)dz+0 ((pr}) = —22

b
0 Tyt 7,

Ifz dZ+Q2({ }) 21+7[1z.

Rozwiazujac uktad r(’)wnan (4.20), (4.14), (4.16) i uwzgledniajac przy tym wzory
(4.17), (4.18) otrzymujemy, co nastepuje:

(4.20)

71y

¢ =0,

o= mb (4.21)
(7 +72)d, (V)

(y,—d)bexp(-bV;)

0,({0})= b : (4.22)
S22 _bV
(7[12+7[21)[”12 d—y, ”21exp( 1)]
(»,—d)bexp(-bV;)
ort)= , (4.23)
D= e e )
gdy d, jest okreslone nastepujaco:
—-d
dz(g):%:hexp(—bmﬂ. (4.24)

Charakterystyki ,,waskiego gardta” systemu S (za) opisane zaleznosciami (4.6), (4.7)
oraz pozostate charakterystyki (wzory (4.8)-(4.10)), po uwzglednieniu relacji (4.21)-(4.23),
przyjmuja kolejno nastepujace postacie:

. wz0r (4.6) ma nastgpujacg postac:

(» —d)2 bexp(—bV;)

m=h(7,,7,,, Y, V,,d, V)= s 4.25
0( 1257215 V15 Vs 1) (7[1z+7721)d2(l/1) ( )
. wz0r (4.7) ma nastgpujacg postac:
(»,—d)bexp(-bV,;)
=h(7,,7,,,,, V)= , 4.26
q, 1( 127215 V15 V2 1) (7712+7Z'21)d2(Vl) ( )
. wzor (4.8) ma nastepujaca postac:
Vo=
27_(11742 (l—exp(—bVl))
¢, =hy (75,700, 9, 5,4, = , (4.27)
2 2 12 21 1 2 1 (7[12"1‘7[21)(12([/1)
. wzor (4.9) ma nastepujaca postac:
m,b(d—y
q3=h3(7r12,7r21,y1,y2,d,V1)= l; (—d 2) ,(4.28)
(”12 T 7y )[”12 (127 + 17, exp(=bV; )J
N
. wzor (4.10) ma nastepujaca postac:
q,=h, ( 1257215 V15 V2,4, V) (4.29)
Rozpatrzony teraz bedzie przypadek b =0, a wigc gdy spelmona jest ponizsza relacja:
4oy, (4.30)
»-d o,
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Wowczas  rozwigzanie  ogélne uktadu réwnan  rézniczkowych  (4.12),
przy uwzglednieniu warunku (4.30), ma posta¢ nastepujaca:

1 7,2 d-y,

- - C c, 431
1(2) [yl_d (yl_d)zj e (431)
(2)=—22 ¢+, 432
T 43

gdzie C,, C, - dowolne state.

W wyniku rozwigzania uktadu réownan (4.20), (4.14), (4.16), z uwzglednieniem
wzorow (4.17), (4.18), otrzymujemy co nastgpuje:

¢ =0,
B 7, (4.33)
_(7712+7[2|)d3(V])’
_ (d_J/z)ﬁlz
O ({0}) - (7712 + 7y )d3 (Vl)”zl ’ (*39
() Er—

(7712+7721)d3(V1)”21 ’ (4.35)

d-y
d, (1) = 24V,
Ty
Dla »=0 (zob. (4.30)) warunek (4.24) jest spelniony. W rozwazanym przypadku
charakterystyka ,,waskiego gardta” i elementu L przyjmuja kolejno nast¢pujace postacie:

. wzor (4.6) ma nastepujaca postac:
0 122757212 12 V2o 7 d3(K)(7Z'12+7Z'2]), .
. wzor (4.7) ma nastepujaca postac:
d-y
=h (7, s V1 ¥y, V) ) = — 20— 4.37
q, 1( 127215 V15 V2 1) d3(V])(7Z']2+7Z'21) ( )
. wzor (4.8) ma nastgpujacg postac:
Viyi—»)z
=h (7,700, V5 V,,d, V) = Ay ad® s 4.38
q, 2( 12270215 V15 V2 1) d3(l/])(7r12+7721)(y]—d) ( )
. wzor (4.9) ma nastepujaca postac:
(d_yz)”u
=h (7,7, v, V,,d, V)= s 4.39
q3 hj( 12270215 V15 Y2 1) 7[21(13(1/.1)(”12+”21) ( )
. wzor (4.10) ma nastepujaca postac:
q4:h4(”12’”21’y1’y2’d’K):qr (4.40)

Przejdzmy teraz do analizy otrzymanych charakterystyk ,,waskiego gardta”
dla przypadkow granicznych, czyli dla:
Vi—>0 oraz V, > .
Ze wzorow (4.25) 1 (4.36) wynika, ze:
. M- d) 7y
limm(V, =(—= —-d)p, 4.41
fimm() == ==d)n (441)

gdzie p, jest prawdopodobiefistwem wystapienia stanu y, procesu sterujacego y(t).
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Zwigzek (4.41) podaje $rednig ilos$¢ produktu, ktory na skutek zaistnienia ,,waskiego
gardla” wydostalby si¢ na zewnatrz przekaznika L, na jednostke czasu, gdyby element L
mial objetos¢ V| r6wng zero.

Poniewaz zachodzi nastepujaca nierownos¢:

m(K)<(yl _d)pl’ gdy ¥, >0,
zatem zainstalowanie przekaznika L zmniejsza $rednig ilo$¢ produktu, ktéry na skutek
zaistnienia ,,waskiego gardta” wydostaltby si¢ na zewnatrz przekaznika L, na jednostke czasu.

Korzystajac z (4.36) i (4.25) otrzymujemy w zalezno$ci od znaku wspolczynnika b,
co nastepuje:

dla >0 jest spetniony ponizszy warunek:

limm(¥;)=0, (4.42)

V-0

za$ dla b < 0 mamy nastepujgca rownosc:

b(y,—d -d
limm(V;) = b(n=d)(»-d) _
n—-0 Tty + 7Ty,

Ze wzoru (4.42) wynika, ze dla b <0 nawet najwigksza objetos¢ V| przekaznika L
nie zagwarantuje, aby Srednia ilo$¢ produktu, ktory na skutek wystapienia ,,waskiego gardta”
wydostanie si¢ na zewnatrz przekaznika L, na jednostke¢ czasu, byta mniejsza niz warto$¢
nastepujaca:

b(yl _d)(yz _d)
7[12 + ﬂZl

Przechodzac we wzorach (4.26) i (4.38) do granicy przy ¥V, — 0 otrzymujemy

nastgpujaca wielko$¢:

7Ty

limg, (V) = (4.43)

%0 P

Prawa strona wzoru (4.43) wyraza prawdopodobienstwo wystapienia ,,waskiego
gardla” w badanym systemie, gdy element L ma objetos¢ ¥V, rdwng zero.

Poniewaz zachodzg nastepujace nierdwnosci:

¢, (V) <—"2—, gdy ¥, >0,
12 T 70y

wigc element L zawsze zmniejsza prawdopodobienstwo wystapienia ,,waskiego gardta”.

Przechodzac teraz we wzorach (4.26) i (4.37) do granicy przy V; — oo, otrzymujemy
w zaleznosci od znaku wspotczynnika b, co nastepuje:

dla >0 jest prawdziwa nastepujaca rOwnosc: gim q, (Vl) =0,

. b(y,—d
za$ dla b <0 mamy nastepujaca réwnosé: lim g, (V)= M
e Ty + 7y

Probabilistyczny  opis  funkcjonowania  badanego systemu logistycznego,
wspomagajacego centrum ustug (rozdziaty 2, 3), umozliwia zbudowanie — oprocz podanych
ilo§ciowych charakterystyk ,,waskiego gardta” — rowniez innych wielkosci, ktore moga by¢
wykorzystane zar6wno w procesie efektywnego kierowania tym systemem, jak i w fazie
projektowania tego systemu.

Jezeli w okresie T, wystapi zdarzenie losowe W, postaci: wielko$¢ produktu y(t)
dostarczonego przez podsystem produkcji P, jako nadawcy, do odbiorcy O, jest mniejsza od
zapotrzebowania a odbiorcy O (zob. rys. 8), ktorego praca ma charakter ciagly

56



(np. wytwarzanie energii elektrycznej, wody, olejéw napedowych, materiatdw budowlanych
itp.), a zawartos¢ z(t) magazynu — zbiornika M wynosi zero, czyli zachodzi nastgpujaca
sytuacja:

W:y(t)<a,iz(t)=0,
to odbiorca zmuszony jest wtedy do Kkorzystania z innych zrodet zaopatrzenia
lub do ograniczenia wlasnej produkcji, czy dziatalnoéci. Prowadzi to do strat w rozwazanym

systemie (strat odbiorcy).
Prawdopodobienstwo wystapienia takiego niekorzystnego zdarzenia oznaczam

przez w, (w, = P(Wl) ); wWyraza si¢ ono nastgpujacym wzorem:
w=P(%)= 3,07 ({0} (a4
Yi<a

Wskaznik w, jest wigc prawdopodobienstwem wystapienia deficytu podazy produktu
a dla odbiorcy O (zob. rys. 8).

Niekorzystny stan systemu w okresie 7, zwigzany jest rowniez z innych zdarzeniem
losowym W, : wielko$¢ produktu y(t) dostarczanego przez podsystem P przekracza
zapotrzebowanie a odbiorcy O, a magazyn M jest zapelniony (zob. rys. 8), czyli zachodzi
nastgpujaca sytuacja:

W,: y(t)zaiz()=V.

W tym przypadku podsystem produkcji (nadawca) P nie ma mozliwosci przestania
swojego produktu do odbiorcy O, co prowadzi rowniez do strat w systemie (strat nadawcy).

Prawdopodobienstwo w, tego zdarzenia (w2 = P(Wz)) mozna wyznaczy¢

Z nastgpujacego wzoru:

w,=P(W,) =Y. 0" ({V}). (4.45)

voa

Obie wielkosci w, 1 w, sa wigc wskaznikami oceny stopnia strat produkcyjnych
odpowiednio odbiorcy O (wskaznik w,) i podsystemu produkeji P (wskaznik w, ).

Jako wskaznik oceny stopnia wykorzystania elementu M w badanym systemie mozna
przyja¢ prawdopodobienstwo zdarzenia losowego W, postaci: poziom wypetnienia magazynu
jest dodatni, ale mniejszy od V', czyli:

Wy:0<z(t)<V.

Prawdopodobiefistwo w, zdarzenia W, (wy = P(W3)) wyraza si¢ nastepujacym

wzorem:

w,=P(W,)=Y.0" (V). (4.46)

Jezeli warto$¢ w, jest bliska jednosci, czyli:
w, =1,
to mate jest prawdopodobienstwo wystapienia deficytu podazy produktu dla odbiorcy O
spowodowanego zerowym stanem podsystemu M lub strat podsystemu P jako nadawcy,
wynikajacych z maksymalnego wypelnienia magazynu M.
W przypadku, gdy wskaznik w, przyjmuje warto$¢ bliska zera, czyli:
w; =0,
to zjawisko strat nadawcy P lub deficytu podazy dla odbiorcy O moze wystapi¢ z duzym
prawdopodobienstwem. Sytuacje te ilustruje rys. 17.
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w3
L L \

(')<—w3 w, — 1 -

mate prawdopodobienstwo deficytu
podazy produkctu dla odbiorcy O lub
strat nadawcy P

duze prawdopodobienstwo deficytu
podazy u odbiorcy O lub strat nadawcy P

Rys. 17. Prawdopodobiefistwo deficytu podazy produktu lub strat nadawcy dla S (za ).

Stany graniczne podsystemu M mozna opisa¢ wskaznikami w, i w, okreSlonymi
odpowiednio nastgpujacymi wzorami:

w, = > 0" ({0}). (4.47)
Yisa
ws =207 (1)) (4.48)
Wielko$¢ w, jest prawdopodobiefistwem zdarzenia losowego W, : poziom

wypelnienia magazynu M wynosi zero, czyli:
z(t) =0,
za§ wskaznik w, wyraza prawdopodobienstwo zdarzenia losowego W, : magazyn
M jest zapeliony, czyli:
z (t) =V.
Zatem w celu wyznaczenia wskaznikow w, (s=l,2,...,5) , opisujacych

funkcjonowanie systemu S (za) , nalezy rozwiaza¢ uktad réwnan (3.11)-(3.15). Wskazniki te

zalezg wigc od wielkosci parametrow 7[1.(,(’") , ¥, a,V,awigc sa okreSlonymi funkcjami tych

parametroéw, czyli:
w,=r. (ﬂ,&m),y,,a,V). (4.49)

K

Mozna zatem optymalizowa¢ wartosci podanych wskaznikow poprzez odpowiednie
zmiany wielko$ci wymienionych parametrow.

Usprawniajac elementy organizacyjne dziatania systemu, ktore wplywaja — jak juz
bylo zapisane wczesniej — na warto§¢ intensywnosci "

% procesu sterujgcego y(), mozemy
oddziatywa¢ na warto$ci wskaznikéw w, , a tym samym - zwigksza¢ efektywnosc¢
funkcjonowania systemu logistycznego wspomagajacego centrum ustug.

Podam teraz przyklad, w ktorym proces wejscia do podsystemu M posiada
dwa stany: y, >a, y, <a.Przedstawi¢ postacie wskaznikow w,_, a wigc — konkretne postacie
funkcji (4.49) wraz z ich analizg.

Przyjmiemy zatem w modelu (3.11)-(3.15):

n=2; k=12, x,=y,—a,l=m.

Po rozwigzaniu otrzymanego uktadu réwnan otrzymujemy nastgpujace wartosci

prawdopodobienstwa w, dla y(t) <a:

A G , (4.50)

] (7[1(;") + 7r£;") ) d, (V)
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gdzie d, (V) wynosi: d, (V) Qe exp(-aV),
-0
Dalej prawdopodobienstwo w, dla y(t) > a wynosi:
. — (ylfa)a1 exp(falV)
2 - m m >
(w2 + 28 )d, (7)

(m) _
gdzie d, (V) wynosi: d, (V)= LIRS exp(-aV),

”gﬂ) Y,—a

Prawdopodobienstwo sytuacji wy: 0 <w(z) <V wynosi:

(4.51)

=) m
27_(11742 ) (1-exp(-a/V))

Vs
w, = s 4.52
’ (7[1(2"’) +7r§’1"))d2 (V) (4:52)

za$ w sytuacji granicznej w, , gdy z(¢)=0, mamy:

W, =w, (4.53)
agdy z(1)=V, to prawdopodobienstwo w; jest rowne:
Wy =w,, (4.54)
i wtedy wspotczynnik a wynosi:
a, :ﬁ+ﬁ¢0, (4.55)
y—a Yy —a
za$ d, (V) nie znika, czyli:
d, (V) #0. (4.56)
Niech teraz a, =0, czyli zachodzi nastgpujaca rOwnosc:
azy, ) (4.57)
y—a ﬂl(;") ) .

Dla a, =0 warunek (4.56) jest spelniony. W rozwazanym przypadku wskazniki
W,,..., W, , opisujace funkcjonowanie badanego systemu, przyjmuja kolejno postac:

prawdopodobienstwo w, dla y(t) <a mamy:

7 (a—y
m:n$%4;idﬁihwﬁ’ (4.58)
gdzie wielkos¢ d, (V) wynosi: d, (V)= “”_( 2247,
prawdopodobienstwo w, dla y(t) >a marrzlly:
a—
W, = m (4.59)
prawdopodobienstwo w; dla 0 <w(z) <V mamy:
R v A L (4.60)

(A ) -a)d ()
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za§ w sytuacji granicznej prawdopodobienstwo w, , czyli dla: z(t):O spetlnia ponizsza

réwnos¢:

Wy =wW, (4.61)
a w sytuacji granicznej z(t) =V prawdopodobiefistwo w; spelnia ponizsza rownosc:

Wy =W,. (4.62)

Otrzymane w ten sposob wzory wyrazaja explicite zaleznos¢ wartosci wskaznikow
w, (s=1,...,5) od wartosci parametrow zn 2m, Yi» Vy» @, V (zob. wzir (4.49)).

Gdyby w badanym systemie logistycznym wspomagajacym centrum ushug nie byto
podsystemu M, to wskaznik w, wystapienia deficytu podazy produktu dla odbiorcy O bylby
réwny prawdopodobiefnstwu p, stanu y, . Mozna je otrzyma¢ przechodzac do granicy:
V' — 0, we wzorach (4.50), (4.58), czyli spelniona jest nastgpujaca rownosé:

i w, = %
7[12 +7[21

a,(a—
Poniewaz mamy prawdziwa ponizsza nierownos¢: 0 < M <1, gdy V>0, a #0,

d,(¥)

7Y, 1, gdy V>0, a =0,

z\Md, (V)

zatem prawdziwa jest nastgpujaca zaleznosé: w, < p,.

oraz zachodzi nastgpujaca nierownos¢: 0 <

Wynika stad, ze podsystem M zawsze zmniejsza prawdopodobienstwo wystapienia
deficytu podazy, czyli strat odbiorcy O w centrum ustug.

W wyniku przejécia do granicy: V' — oo, we wzorach (4.50) i (4.58), otrzymujemy
w zaleznosci od znaku ¢, co nastepuje:

- gdy a, <0, to mamy: ;im w, =0, (4.63)
- gdy a, >0, to zachodzi rowno$¢: lim w, = w .
o my 7y,
Z relacji (4.63) wynika, ze:
_ (m)
gdy a, >0, a wigc jezeli spelniona jest nier6wnosc: a=h . ”‘(zm) )
Yo—a 7y

to nawet najwigksza objetos¢ V' magazynu M nie moze zagwarantowaé mniejszego
prawdopodobienstwa wystgpienia deficytu podazy czyli strat odbiorcy O niz nastgpujaca

. (Y1 _a)
zalezno$¢: ——=.

2 4 o (m)

12 21

Zatem poprawnie zaprojektowany system powinien spelniac¢ nastepujacy warunek:
(m)
a=n z%. (4.64)
W—a 7wy
Jednak warunek (4.64) nie zalezy od objetosci podsystemu M, a wigc jest
ograniczeniem narzuconym tylko na podsystem transportowy 7 oraz podsystem produkcji P.
Ze wzorow (4.51) 1 (4.59) wynika, ze prawdziwa jest nastgpujaca rownosé:

e

limw, =——3—
2 (m) | (m)"
e Ty Ty

(4.65)
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Prawa strona relacji (4.65) wyraza prawdopodobienstwo powstania strat nadawcy,
gdyby magazyn M mial objgtos¢ ¥ =0. Jest ono rowne prawdopodobienstwu p, stanu y, .

Poniewaz zachodzi nastgpujgca nierownosc:
ng':)
o, o 8 V>0,
Ty + 70,
wigc podsystem M zawsze zmniejsza prawdopodobiefnstwo wystgpienia strat nadawcy P.
Wskaznik oceny stopnia wykorzystania podsystemu M w badanym systemie,
w przypadku duzej objetosci tego podsystemu, mozna obliczy¢ korzystajac ze wzoru,
ktory zalezy od znaku a, w sposob nastepujacy:

w, <

(m)
1

gdy a, >0 mamy nastepujaca nierownosé: lim w, = D= Y ﬁ,
o Yy =@ 7y + 7,
(4.66)
M= 7[1(;1)

gdy za$ g, <0 mamy z kolei inng zalezno$¢: }1_1}1010 wy = .
y,—a )+,

Kontynuujac przyktad przyjmuje, ze podsystem P jest kopalnia odkrywkowa,
a odbiorca O - elektrownia, ktorej zapotrzebowanie na wegiel, przy odpowiednim jej
obcigzeniu, jest rowne 2310m’/h (czyli a=2310m’/h ). Jest ono wyznaczone
na podstawie parametrow elektrowni (moc elektrowni) i parametrow wegla (ciepto wlasciwe).
W celu zabezpieczenia ciagtosci dostaw wegla do elektrowni zbudowano w jej bezposrednim
sasiedztwie magazyn-zbiornik M o objetosci ¥ =18.480 m®. Magazyn ten zapewnia ciaglo$é
dostawy wegla do elektrowni, przy odpowiedniej jej mocy, na okres 8 godzin
(V'=8-a=2310-8=18.480 m’). Proces podazy produktu — wegla — przez podsystem P
ma dwa stany: y,=2600m’/h, y,=0m’/h, a intensywno$ci przejécia tego procesu
sa nastepujace: 7. =0.55, 7\ =6.92.

Zauwazmy, ze wystapienie stanu y,, gdy poziom zapaséw w magazynie wynosi zero,
prowadzi do niekorzystnego stanu dla odbiorcy, czyli do wystapienia zdarzenia losowego W,
zwigzanego ze stratami odbiorcy (elektrowni).

W dalszym ciggu wyznacze:

- wskaznik w, - prawdopodobiefistwo zaistnienia deficytu podazy produktu

dla odbiorcy O (straty elektrowni),

- wskaznik w, - prawdopodobienstwo wystapienia strat podsystemu produkcji P

(starty nadawcy)
oraz
- wskaznik w, - ocen¢ stopnia wykorzystania magazynu-zbiornika M w badanym

systemie.

Poniewaz dla powyzszych danych mamy konkretne wartosci:
_ _ (m)
yi—a _2600-2310 —0.1255, 7y _0.55
a-y, 2310 692
zatem warunek (4.64) jest spetniony; oznacza to, ze system jest prawidtowo zaprojektowany.
Biorac pod uwage fakt, ze a, <0 oraz wzor (4.50), otrzymujemy konkretne wartosci:
0.55 2.31

= . ~ 0.
0.55+6.92 6.92 exp(18.48)—4.281

=0.0795,

(4.67)

1
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2310

2600-2310
Zatem, zgodnie z (4.67), prawdopodobienstwo wystapienia deficytu podazy produktu
dla odbiorcy O (straty elektrowni) jest bliskie zera.
Prawdopodobienstwo  wystapienia strat podsystemu produkcji P (kopalni
odkrywkowej) obliczam na podstawie wzoru (4.51):

(2600 +2310)10" exp(18.48)

d,(V)=0.55- ~6.92exp(18.48),

" (055+6.92)d, (V)
0.55  2600-2310

d,(V)=—2+ 2" exp(18.48);

)= gor 2510 oP(1848):

ostatecznie wigc otrzymuje: w, = 0.3.

Oceng stopnia wykorzystania magazynu-zbiornika M w badanym systemie uzyskam
za pomocg wzorow (4.52), (4.66):

@0.55(1—@;1)(18.48))

2310
w, = ~ 0.66. 4.68
’ (0.55+6.92)d, (V) (4.68)
Magazyn M jest wigc wykorzystany w rozwazanym systemie w okoto 66%.
Zgodnie ze wzorami (4.53), (4.54) prawdopodobienstwo sytuacji, ze poziom zapasow
magazynu M osiggnie barier¢ dolng albo barier¢ goérng jest w przyblizeniu réwne
odpowiednio 0 albo 0.3.

5. Prognozowanie proces6w opisujacych funkcjonowanie systemu
logistycznego S(za).

Probabilistyczny opis funkcjonowania systemu logistycznego S (za) (rozdziaty 2, 3)

umozliwia réwniez wyznaczenie prognoz wielkosci charakteryzujacych dziatanie tego
systemu logistycznego wspomagajacego centrum ushug. Prognozy te, przekazywane sa
do organu zarzadzania tym systemem, dostarczaja zatem przestanek do zwickszenia
efektywnosci jego funkcjonowania.

Niech teT, NT,a T, oznacza horyzont prognozy i-tej prognozowanej wielkosci.

Prognoze W, (¢) prawdopodobiefistwa deficytu podazy produktu dla odbiorcy O

w chwili 7 obliczam za pomoca nastgpujacego wzoru:

W ()= 0" ({0}.0). (5.1)

Yy<a
Prognoze W, (t) prawdopodobienstwa strat nadawcy (podsystemu P) na skutek

zapetienia magazynu M w chwili ¢ wyznaczam z wykorzystaniem ponizszego wzoru:

W, ()= 0" ({r}.0) (5.2)

Yi>a
Prognozg W, (t) wskaznika oceny stopnia wykorzystania podsystemu M w badanym

systemie w chwili ¢ obliczam na podstawie kolejnego wzoru:
Wy (1) =20 ({7} .1). (5.3)
k
Jezeli prawdopodobienstwo zapelienia magazynu M jest z przedziatu (0, V) , czyli:
Wy (1) =1,
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to w przysztej chwili 7 nalezy oczekiwaé matego prawdopodobienstwa wystapienia deficytu
podazy produktu dla odbiorcy O lub strat podsystemu P (nadawcy).

W przypadku przeciwnym, a wigc gdy:

Wy (2) =0,

nalezy oczekiwa¢ w przyszlej chwili ¢ zjawiska strat nadawcy P lub deficytu produktu
a u odbiorcy O z duzym prawdopodobienstwem (zob. rys. 16).

Wystepowanie standw granicznych podsystemu M w przysziej chwili ¢ mozna
przewidywacé za pomocg ponizszych wzoroéw:

W (1)= 2 0" ({0}.1). (5.4)

yi<a

W ()= 0" ({r}.1). (5.5)

Wzor (5.4) okresla prognoze W, (t) prawdopodobienstwa wystapienia stanu zerowego
wypehienia magazynu M w przyszlej chwili 7. Natomiast relacja (5.5) oznacza prognoze
Wy (t) prawdopodobienstwa maksymalnego wypetnienia w przysztej chwili ¢ podsystemu M.

Prognoze prawdopodobienstwa stanu czesciowego wypetnienia magazynu M lub stanu
¥, procesu wejScia y podsystemu M w przyszlej chwili ¢ mozna obliczy¢ kolejno

z odpowiednich wzoréw na W, i W, w sposob nastepujacy:
dla 0<¢ <c, <V mamy prognoz¢ w, postaci nastepujace;:
W ()= Pe <z(1)<e) =X [ £ (2.0)dz, (5.6)

za$ prognoz¢ w, réwna jak ponizej:

Wy (6)=P((t)=5)= T.ﬁ('") (z.6)dz+ 0™ ({0}.1)+ Q" ({1 }.1). (5.7)

W celu wyznaczenia prognozy czgsciowego wypetnieni podsystemu M z przedziatu
(0,) oraz prognozy jego bariery dolnej lub bariery gornej przy stanie y, procesu y
w przysziej chwili ¢ mozna wykorzysta¢ kolejno nastgpujace wzory:
na prognoze¢ prawdopodobienstwa stanu posredniego:

W (1) = P(c1 <z(t)<c,y(1)= y,.) = J.fl.(m) (z,1)dz, (5.8)
oraz na prognoz¢ prawdopodobienstwa bariery dolne;j:
W, (1) =0 ({0}.1), (5.9)
i na prognoze prawdopodobienstwa bariery gorne;j:
o (1) =0" ({1}.1)- (5.10)

Sktadniki tworzace prognozy (5.1)-(5.10) wyznacza si¢ z uktadu rownan (3.1)-(3.5)
dla I=m.

Jezeli t¢T, i t>t, dla kazdego ¢, €T, oraz teT, , to w celu wyznaczenia tych

prognoz nalezy w modelu (3.1)-(3.5) dla [ =m przyjaé nastepujaca rOwnosc:

(m) _ ~
T = T »

P

22 {m)

ik o0y

. A~ . . ; . ] 1
gdzie 7, jest prognoza wielkoSci 7, wyznaczong za pomoca wartosci )

ik >

Prognozg 7, mozna uzyska¢ wykorzystujac metody przedstawione np. w pracach [6], [9],

63



[44], [47], [58], [59], [60], [64], [65], [67], [80]-[85], [89], [96], [97], [122], [123], [132],
[135], [136], [150], [162], [163], [164], [166].

W celu uzyskania prognoz wielowariantowych nalezy w modelu (3.1)-(3.15) zadaé
gory rozne wartosci ﬂlyl) . Bledy prognoz w, (t) , s=1,2,...,10, mozna oszacowac przy uzyciu
empirycznego Sredniego bledu prognozy.

Prognoze ﬁ1(t), czyli prognozg $redniej ilosci produktu w przysziej chwili ¢, ktory na
skutek zaistnienia ,,waskiego gardta” wydostal si¢ na zewnatrz przekaznika L
o przepustowosci d , wyznacza si¢ z nastgpujacego wzoru:

()= (3. -d) 0" ({1} 1) (5.11)

yi>d
W celu wyznaczenia prognozy n}l(t) , czyli prognoz¢ prawdopodobienstwa

wystapienia ,,waskiego gardla” w przysztej chwili + w rozwazanym systemie mozna

zastosowac nastgpujacy wzor:
4(r)= 2 0" ({n}.1) (5.12)

w>d

Analogicznie mozna wyznaczy¢ prognozy: 4, (1), ¢(¢), 4,(t), czyli prognozy
prawdopodobienstwa tego, ze w przyszlej chwili ¢ przekaznik L bedzie cze$ciowo
wypelniony lub pusty albo wypelniony catkowicie.

Funkcje Q,E'")({Vl},t) , QE,’")({O},I) umozliwiajgce uzyskanie prognoz m(t) ,
@l(t) s e 4y (t) sa rozwigzaniem ukladu rownan (3.1)-(3.5), w ktérym nalezy przyjaé
l=m, a=d, V=V.

Nalezy zauwazy¢ fakt, ze przedstawione wyzej procedury wyznaczania powyzszych
prognoz procesoOw opisujgcych funkcjonowanie systemu S (za) i zaprezentowanych we
wzorach (5.1)-(5.12) uwzgledniaja w sposob explicite nastgpujace wielkoSci — parametry
systemu: ﬁfk’), y;» Vsa, v, d.

Umozliwia to $ledzenie zmian wartosci prognoz w zalezno$ci od zmian warto$ci tych
parametréw, a wigc — przewidywanie zmian w funkcjonowaniu badanego systemu, a takze
symulacj¢ przyszitego zachowania si¢ systemu logistycznego wspomagajacego centrum ustug.

Metody prognozowania wykorzystujace pojedyncze realizacje szeregéw czasowych
prognozowanego procesu nie maja tej zalety.
Przedstawie dalej jedna z takich metod [59] oraz zastosowanie jej do wyznaczenia

prognozy Y (t) procesu Y (t) - wielkosci wydobycia wegla w kopalni odkrywkowej X .
Prognozowany proces addytywny Y (t) przedstawmy w postaci nastepujacej sumy:
Y(1)=c(t)+r(t). (5.13)
Funkcja c(t) oznacza czg$¢ zdeterminowang procesu Y(t). Charakteryzuje ona
glowng tendencje zmian procesu Y (t) , bedaca wynikiem oddziatywania na niego
podstawowych czynnikéw determinujacych jego przebieg. Drugi sktadnik we wzorze (5.13),
a wiec r(t) jest procesem stochastycznym okreslajacym wplyw losowych czynnikdéw
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na przebieg procesu Y (t) i powodujacych odchylenia jego wartosci od wartosci
wyznaczonych przez nielosowg funkcje czasu c(t) .
Na podstawie analizy szeregu czasowego [58], [96] okreslonego przez ciag obserwacji
procesu Y (¢), czyli:
Y(1).Y(t,).....Y(1,)
mozna ,,wydzieli¢” cze$¢ zdeterminowang ¢ (t) tego procesu dla ¢ € [tl ,tw] .
Majac skladnik ¢(¢) mozemy otrzyma¢ rozktad (5.13) procesu Y (1) przyjmujac:
r(t)=Y(1)—c(1).
Poniewaz ¢(1) jest oceng czgéci zdeterminowanej procesu Y (¢), wige r(f) jest
oceng losowych odchylen wartosci procesu Y (t) od wartosci czes$ci zdeterminowanej c(t)
tego procesu. Dla uwzglednienia tego faktu nie wprowadzam jednak nowych oznaczen,
poniewaz nie uwzglgedniam btgdu miedzy rzeczywistym procesem r(t) , ajego oceng.
Przyjmijmy, ze r(l) jest stacjonarnym i ergodycznym procesem stochastycznym.
Stad wynika, ze:
- warto§¢ oczekiwana procesu r(¢) nie zalezy od czasu, tzn.:
E(r(t)):const:b, (5.14)
— funkcja autorelacji R procesu r(l) nie zalezy od dowolnych momentéw czasu

7,, 7,,lecz tylko od ich roéznicy 7, —17,, to znaczy:
R(z,,7,)= E{[}f(z'l)—E(r(rl ))J[r(rz)—E(r(rz ))]} =R(z,-7). (5.15)
Niech 7 (¢) oznacza prognozg wartosci 7, w chwili ¢, gdzie:
n(t)=r(t)=E(r()). (5.16)

Przyjmujac za estymator wartosci oczekiwanej (5.14) nastepujaca wielkosé b:

Al
b—;Zr(ti),

i=1

prognoze 7 (t) okreslimy ponizszym wzorem:

A (1) = Zq (t=t.)r(t, ) (5.17)

a wystepujace w nim wspotczynniki g,,q,,...,q,_, , jako funkcje roznicy t—¢,, wyznaczy¢
mozna z nastgpujacego kryterium:
%%2%@X?G(qo(z—r‘1,),ql (t=2,)se g, (£-1,)), (5.18)
gdzie G(§,(1-1,),q, (11, )sesd,, (t-1,)) = E(r. (£) =7 (¢)) . (5.19)

czyli r6znica migdzy wartoscia doktadna, a prognozowang osigga minimum.

Wektor g (t—tw) niewiadomych wspotczynnikow, minimalizujacych funkcje G
okreslong wzorem (5.19), jest rozwigzaniem uktadu réwnan, ktéory w zapisie macierzowo-
wektorowym ma nastepujaca postac:

Aq(t —tw) =e, (5.20)
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gdzie macierz A jest postaci:
R(0) R(t,-t,.) ... R(1,-1)
R(t,,—t,) R(0) oo R(t,,—1)
A = R (tw—2 - tw) R (tw—Z - tw—l ) A R (tw—2 - tw) >

R(t,-t,) R(4-t,,) ... R(0)
za$ wektory e i g sa nast¢pujace:
R(t-t,) 4o (t-1,)
E: R(t tw—l) , q: 61 (t_tu)
R(t_tl) qwfl (t_tw)

Prognoze 7 wartodci procesu r w chwili ¢ mozemy wyznaczy¢ za pomoca,
wynikajacego z relacji (5.14), (5.16), nastgpujacego wzoru:

F(t)=7(t)+b. (5.21)
Stosujac wzor (5.21) w praktyce, nalezy funkcje¢ autokorelacji R(r) , gdy nie jest ona
znana, zastapi¢ jej estymatorem R (r) wyznaczonym na podstawie realizacji,
czyli nastepujacego ciagu: 7 (1,),7% (4,),....7 (1,) procesu 7 (1).
Jako estymator R (r) funkcji R(z’)moina przyjac ponizsza racje:

w=r

R(z)=— DE()E( + 7). (5.22)

w—15
gdzie ¢, —t, = A dlakazdego j=1,2,...,w—1;za$ r=/A dla/=0,1,2,...,w—1.

Do wyznaczenia prognozy (5.21) niezbedna jest znajomo$¢ wartosci estymatora

j+l

funkcji autorelacji dla 7 > (w—l)A. Mozna je otrzyma¢ wykorzystujac nastepujacy ciag:
R(0),R(A),R(24).....R((w-1)A).

Prognoze Y (t) procesu Y w chwili ¢ obliczy¢ mozna za pomocg nastepujacego

wzoru:
Y(t)=c(t)+#(2). (5.23)

Prognoza ta uwzglednia zaréwno gtdéwng tendencje zmian prognozowanego procesu,
czyli ¢(r), jak i wptyw, na jego przebieg, losowych czynnikow 7(¢).

Jako miar¢ bledu prognozy (5.23) przyjmuje warto$¢ oczekiwang kwadratu r6znicy
rzeczywistej wartosci procesu Y w przysztej chwili ¢, czyli ¥ (t) i jego prognozy Y (t)

w przysztej chwili ¢. Zatem btad g(t) prognozy Y (t) wyznaczam z nastg¢pujacego wzoru:

()= E(Y(0)=7(1)) = G (d(t=1,)s, (11, )ovondins (1-1,)) =

wel wel wel (5.24)
= R(O)—Zqu (t-w)R(t-t, )= ZZ@ (t=w)g,(t-w)R(z,., —t,.,).

Przedstawiona skrotowo metoda prognozowania nalezy do grupy metod
prognozowania na podstawie realizacji szeregdw czasowych prognozowanego procesu.

Zastosuj¢ teraz t¢ metode do wyznaczenia prognozy Y (t) procesu Y (t) - wielkosci
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wydobycia wegla w megakwintalach [Mq] w pewnej kopalni odkrywkowej X w kolejnych
miesigcach w okresie sze$ciu badanych lat: ¢, ¢, t,, t,, ¢,, ;.

Poniewaz zmiany wielko$ci wydobycia Y (t) maja charakter okresowego procesu

wahan sezonowych, zatem do analizy czgséci zdeterminowane;j c(t) procesu Y (t) zastosowac

nalezy analiz¢ harmoniczng wykorzystujac w=72 obserwacji i uwzgledniajac %

harmonik. Tak wigc ¢(¢) przyjmuje nastgpujacg postac:

gdzie wspotczynniki 4,, 4, 1 B, wynosza odpowiednio:

wyraz 4, jestrowny: 4, =
wspotczynniki 4, wynosza:

za$ wspotczynniki B, sa rowne: B, =

dla k=1,2,...,36.

iiw

ZY

7k
s1n—t

7k
cos—t
72

c(t)=4, +Z(A sm2 kt+B coszﬂkt),
72 72

36

Szereg czasowy wielkosci wydobycia wegla Y(7) w kopalni odkrywkowej X

w poszczegdlnych miesigcach w okresie szesciu obserwowanych lat przedstawia tabela 1.

Tabela 1. Wielkos¢ wydobycia wegla w megakwintalach w kopalni odkrywkowej X w poszczegdlnych

miesigcach w okresie szesciu lat {#,, 4, &, , 15, &, , L5 }.

‘Wartos$¢ szeregu czasowego

Lata Miesiace procesu Y (t )
[Mq]

t 1 1015969
11 962 981

111 1041304

v 829 565

\'% 899 072

VI 852 828

Vil 819 996

VIII 941 632

X 994 184

X 1073215

XI 1080 196

XII 1128 490

4, 1 1217819
11 1072 709

11 1063 787

v 867 370

A\ 949 781

VI 1016617

Vil 968 407

VIII 1 022 262

X 1057221

X 1158849

XI 1128 867

XI1 1109192
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‘, I 1024 665
1l 1076 558

1 1166 009

v 962 763

\% 926 273

VI 946 642

Vil 930 962

Vil 923 011

X 987 088

X 1 147 540

X1 1075 838

X1I 1226 110

t I 1245010
: 11 1095 837
1 1183978

v 1095 479

A% 1025 430

\4 936 053

v 958 713

VIl 996 914

X 1023 662

X 1163 491

X1 1124 668

X1I 1 248 663

1, I 1241918
11 1018 475

1 1126 806

v 936 715

v 1033 091

VI 962 863

Vil 979 475

VIl 923 643

IX 1159 698

X 1212822

X1 1191 842

XII 1265 197

t I 1200 600
11 1108377

1 1091 190

v 1011414

A% 1036577

VI 804 915

viI 761 069

Vi 896 146

X 934 145

X 1204325

X1 1095 625

X1l 1318 605

Na podstawie informacji statystycznych zawartych w tej tabeli oraz wzordéw
(5.26)-(5.28) wyznaczam czg§¢ zdeterminowang c(¢), ktére wspotczynniki 4, , B, zawarte
sa w tabeli 2.

Wptyw &k -tej harmoniki na og6lng zmienno§¢ procesu Y(t) okresla

nastepujacy wzor:
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2220100,

20

BZ

Y

Tabela 2. Wspolezynniki 4, , B, czg¢éci zdeterminowanej C(t) oraz wielko$¢ wptywu poszczegodlnych

harmonik na ogélng zmiang procesu Y’ (t ) .

Wplyw £ -tej harmoniki

Numer harmoniki Wspoétezynnik Wspoétezynnik na ogélng zmiennoéé
k 4, B, procesu Y (t )
0 1041699 -

1 -29242,86 -31562,45 6,28
2 -5467,69 -21494,76 1,67
3 -16506,11 -17249,66 1,93
4 15969,87 10165,68 1,22
5 1161,64 10943,79 0,41
6 9051,18 132205,14 59,57
7 -19932,47 21250,07 2,88
8 12778,81 11135,94 0,97
9 -11740,18 3817,86 0,52
10 -19762,24 11087,17 1,74
11 -5031,58 15921,13 0,85
12 -19906,97 2840,72 1,37
13 -12365,96 -7399,14 0,70
14 -2278,73 -13856,71 0,67
15 -8674,69 -2444,67 0,28
16 -8340,19 17998,65 1,33
17 15397,81 -7260,24 0,98
18 5100,97 -3106,62 0,12
19 -2137,02 11229,27 0,44
20 11888,07 6670,53 0,16
21 -18178,50 8373,96 1,36
22 2079,65 3142,08 0,05
23 -12047,16 -5571,18 0,60
24 10169,20 23007,69 2,15
25 -8400,15 9073.,43 0,52
26 2065,04 -3833,17 0,06
27 5859.,46 5901,99 0,23
28 12258,38 14849,96 1,26
29 10088,74 8370,55 0,58
30 39156,31 18929,34 6,42
31 -4968,58 6359,41 0,22
32 237,83 2229,78 0,02
33 9819,27 11063,45 0,74
34 6234,53 18256,91 1,26
35 -6889,85 5501,88 0,26
36 8,83 -6740,75 0,15

W ten sposob jest juz wyznaczony sktadnik c(t) prognozy ?(t) (zob. (5.23)). Aby

obliczy¢ prognozeg Y (t) procesu Y (t) na kolejne 60 miesigcy, czyli pig¢ nastgpnych lat

dla 1 € {t,,1,,1,1,,1,,} , nalezy wyznaczy¢ drugi sktadnik we wzorze (5.23).

W celu wyznaczenia prognozy f(t) nalezy obliczy¢ wartosci estymatora funkcji

a—t)=T1 =12, w-l

autokorelacji procesu 7 (1) dla: 7> (w—l)(t.

J
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Warto$¢ estymatora R(7) dla 7 <71 podaje tabela 3.

Tabela 3. Zbior wartosci funkcji R (T) dla 7<71.

T R(7)

1 11374599
2 -11372379
3 11371530
4 -11371026
5 11370735
6 -11370548
7 11370370
8 -11370292
9 11370270
10 -11370257
11 11370236
12 -11370279
13 11370317
14 -11370311
15 11370354
16 -11370410
17 11370520
18 -11370642
19 11370760
20 -11370892
21 -11371020
22 -11371165
23 11371233
24 -11371393
25 11371538
26 -11371637
27 11371795
28 -11371909
29 11372004
30 -11372126
31 11372310
32 -11372527
33 11372734
34 -11372889
35 11373112
36 -11373379
37 11373620
38 -11373922
39 11374199
40 -11374534
41 11374743
42 -11375113
43 11375464
44 -11375891
45 -11376174
46 -11376536
47 11376857
48 -11377408
49 11377792
50 -11378439
51 11379056
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52 -11379659
53 11380401
54 -11381312
55 11382226
56 -11383354
57 11384509
58 -11385944
59 11387183
60 -11388783
61 11390167
62 -11392324
63 11394676
64 -11397436
65 11400554
66 -11404873
67 11409715
68 -11415468
69 11423549
70 -11435359
71 11450765
72 -11480389

Z informacji statystycznej zawartej w tabeli 3 wynika, ze estymator f?(z’) mozna

opisa¢ za pomocg funkcji (5.25). Wartosci wspotczynnikow tej funkcji podaje tabela 4.

Tabela 4. Warto$ci wspolczynnikow szeregu trygonometrycznego (5.25) opisujacego estymator Ié (T ) .

Nr harmoniki Wspélezynnik Wspolezynnik

i 4, B,

0 -887,96

1 -34,56 -1744,09
2 -106,29 -1733,94
3 -163,19 -1733,40
4 -237,55 -1733,27
5 -295,18 -1745,32
6 345,76 -1755,16
7 -404,33 -1754,18
8 -477,51 -1753,50
9 -537,27 -1766,36
10 -606,32 -1770,27
11 -680,10 -1776,53
12 -744,52 -1795,48
13 -819,56 -1794,97
14 -909,51 -1792,25
15 -1005,94 -1803,69
16 -1105,41 -1822,74
17 -1219,57 -1830,74
18 -1336,59 -1881,59
19 -1452,90 -1921,82
20 -1574,58 -1973,60
21 -1703,31 -2014,72
22 -1852,95 -2058,79
23 -2022,34 -2137,26
24 -2201,16 -2200,24
25 -2417,53 -2321,54
26 -2628,25 -2428,25
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27 -2881,44 -2542,32
28 -3212,05 -2714,17
29 -3606,66 -2954,55
30 -4087,58 -3307,16
31 -4627,36 -3781,42
32 -5252,62 -4380,36
33 -6294,19 -5426,68
34 -7569,75 -7274,87
35 -9071,34 -8889,58
36 -6107,79 -10889,05

Informacje podane w tabeli 4 oraz wzory (5.16), (5.20), (5.17) pozwalaja juz

wyznaczy¢ prognoze f*(t) procesu i;(t). Stad, oraz z tabel 1, 2 i wzoréw (5.25), (5.23),

otrzymuj¢ prognozg procesu Y(t) dla kolejnych 60 miesigcy lat ¢, ¢,, % t,, t,,. Prognozy

wielkosci wydobycia wegla wraz z ich blgdami przedstawia tabela 5.

Tabela 5. Prognoza wielko$ci wydobycia Y(t) w kopalni odkrywkowej X na lata {t6,t7 ,ts,tg,tm} .

Warto§é Blad prognozy procesu
Warto$é czesci czesei P.r ognoz Y(t)
- zdeterminowanej losowej w1elkosc'1
Lata Miesiace . wyt{obycm c ( t)
C(t) prognozy r(t) Y(t) S(t) —7100
prognozy r(1)
t, 1 1019437 3243 1022680 6745 0,65
I 959572 12832 972404 8534 0,87
I 1044688 7001 1051689 7019 0,66
v 826147 -5773 820374 7091 0,86
A% 902480 6662 909142 7270 0,79
VI 849414 -9829 839585 8649 1,03
VII 823396 12597 835993 8811 1,05
VIII 938261 -9202 929059 8280 0,89
X 997572 10738 1008310 8569 0,84
X 1069845 -10518 1059327 8648 0,81
XI 1083566 11018 1094584 8328 0,76
XII 1125136 -8434 1116702 8243 0,73
t, 1 1221180 11258 1232438 8375 0,70
11 10693317 -9761 1059556 8534 0,80
I 1067147 11120 1078267 8538 0,79
v 863966 -10012 853954 8369 0,98
\% 953191 10095 963286 8309 0,86
VI 1013224 -9168 1004056 8235 0,82
VII 971788 9662 981450 8106 0,82
VIII 1018887 -8636 1010251 7805 0,77
X 1060610 8095 1068705 7896 0,73
X 1155479 -8059 1147420 7800 0,67
XI 1132231 8010 1140241 7424 0,65
XII 1105810 -5841 1099969 7335 0,66
t 1 1028022 6657 1034679 6674 0,64
11 1073212 -5276 1067936 7173 0,67
11 1169363 4878 1174241 7617 0,64
v 959357 -4456 954901 107874 11,29
\% 929653 4505 934158 7094 0,75
VI 943263 -3496 939767 7133 0,75
VII 934333 2997 937330 7083 0,75
VIII 919634 -2186 917448 7215 0,78
IX 990487 2501 992988 7076 0,71
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X 1144172 -2039 1142133 7228 0,63
XI 1079200 1360 1080560 7227 0,66
XII 1222776 -1020 1221756 7444 0,60

t I 1248342 770 1249112 7607 0,60

II 1092469 -274 1092195 7600 0,69
111 1187347 -204 1187143 7627 0,64
v 1092089 268 1092357 7337 0,67

\% 1028785 -405 1028380 7723 0,75
VI 932672 1150 934222 33977 3,63
VII 962092 -1668 960424 7929 0,82
VIII 993542 2032 995574 8167 0,82
IX 1027045 -1685 1025360 7895 0,76

X 1160135 2351 1162486 8254 0,71
XI 1128023 -2664 1125399 8372 0,74
XII 1245334 3178 1248512 8476 0,67

to 1 1245230 -2281 1242949 8283 0,66

II 1015115 3821 1018936 8420 0,82
111 1130158 -2251 1127907 8017 0,71
v 933333 2253 935586 8363 0,89

v 1036469 -2460 1034009 8295 0,80
VI 959480 2265 961745 8151 0,84
VII 982840 -1121 981719 7849 0,79
VIII 920279 1573 921852 7835 0,84
IX 1163110 -536 1162574 7851 0,67

X 1209433 386 1209819 7324 0,60
XI 1195222 1433 1196655 7169 0,59
Xl 1261827 -515 1261312 7325 0,58

Warto zauwazy¢, ze:

— obliczone prognozy maja mate wzgledne bledy procentowe; wahaja si¢ one
w granicach okoto 1% z wyjatkiem dwoch przypadkow,

— w praktyce, do wyznaczenia prognozy wielkosci wydobycia wegla, mozna
ograniczy¢ si¢ do znacznie mniejszej liczby harmonik niz 36. Mozliwos¢ ta
wynika z analizy wptywu poszczegdlnych harmonik na ogélng zmienno$¢ procesu
Y(t). Dla przyktadu, do wyznaczenia cze$ci zdeterminowanej c(l) procesu

Y (), mozna ograniczy¢ si¢ do 5 harmonik (i =1,6,7,24,30), ktore wyjasniaja

77,3% ogdlnej zmiennosci procesu Y (l)

6. Analiza funkcjonowania systemu logistycznego w przypadku
strukturalnego procesu dostawy produktu.

W celu uwzglednienie explicite dzialania podsystemu transportowego 7 w analizie
funkcjonowania badanego systemu logistycznego, wprowadzam proces v(¢) okreslony
nastgpujacym wzorem:

y (t) {1, gdy podsystem 7T znajduje si¢ w stanie pracy,

6.1
0, gdy podsystem T nie pracuje czyli jest w stanie awarii. 1)

Wtedy poziom zapaséw z(t) podsystemu M sterowany jest procesem w(t)

wlr)=y(e o),
gdzie y(r) opisuje wielko$¢ produkcji podsystemu p (zob. rozdz. 1 i 2), zas v(t) okresla
wzor (6.1).

okreslonym nastepujaco:
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Przyjmiemy, ze procesy y(¢) i v(¢) sa niezalezne, a v(¢) jest ciagtym, jednorodnym
i osrodkowym procesem Markowa o nastepujacych intensywnos$ciach: pierwsze,
to intensywno$¢ przejscia podsystemu7 od stanu pracy do przerwy w pracy, czyli awarii:
Ty =15,
oraz druga to intensywno$¢ przejScia podsystemu 7 od przerwy w pracy, czyli awarii,
do stanu pracy:
Ty =70 -
Poziom wypehienia z(t) magazynu M w przedziale [al,az) statosci realizacji
procesu w(t) spehia nast¢pujacy warunek:
dla o, <t, <t <a,mamy:
Z(t): h[Z(tl)+ (W(tl)_ a)(t - )]a (6.2)
gdzie & jest funkcja okreslong wzorem (1.1).
Funkcjonowanie badanego systemu charakteryzuje teraz trojwymiarowy proces

stochastyczny:
((e)v(e).2(0)).
Dziatanie tego systemu analizowane bedzie w trzech nastepujacych wariantach:
- nieekstremalny stan poziomu zapaséw podsystemu M, czyli dla:
0<z(t)<V,
- stan graniczny dolny poziomu zapasoéw podsystemu M, czyli dla:
z(r)=0,
- gorny stan graniczny poziomu zapasow podsystemu M czyli dla:
Z(t) =V
poniewaz odpowiadaja im rézne warunki pracy systemu.
Dla tych celéow (podobnie jak w rozdziale 2) wystarczy wyznaczyé prawdopodobienstwa
odpowiadajace trzem wariantom analizy funkcjonowania rozwazanego systemu (zob. wzory
(2.1)-(2.3) postaci nastepujace;j:
dla nieekstremalnego stanu, czyli 0 <« <V mamy nastepujace prawdopodobienstwo:

P(0<z(t)<a, x(t)=x, v(t)=u)=[ £ (z.1)dz, (6.3)
0
dla stanu granicznego dolnego mamy nastgpujace prawdopodobienstwo:
P(z(¢)=0, x(t)=x,, v(t)=u), (6.4)
dla stanu granicznego gérnego mamy nastepujace prawdopodobienstwo:
P(z(t)=V, x(t)=x,, v(t)=u), (6.5)

gdzie fk(“)(z,t) oznacza funkcje gestosci rozktadu prawdopodobienstwa, a x, jest k -tym

stanem procesu x(¢) zdefiniowanego ponizej:

x()=y(t)-a (x, =y, —a k=12,.,n);
dla u =1 (praca) lub u =0 (awaria).
Prawdopodobienstwa  P(0<z(r)<V, x(t)=x,, v(t)=u) we wzorze (6.3) znajdziemy
Z nastgpujacego wzoru:
P(O <z(t)<V, x(t)=x,, v(1)= u) = {lliierP(O <z(t)<a, x(1)=x,, v(1) :u).
Aby uwzgledni¢ zmiany nastepujacych parametrow:
s 7oy

Ty
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w czasie, tj. przejScia podsystemu 7 — odpowiednio — z i -tego do ; -tego stanu,
oraz ze stanu pracy (u=1) do awarii (#=0) i ze stanu awarii (#=0) do pracy (u=1)
procesu w(z) okreslonego, jak ponizej:

wlt)= y(t(e)
sterujacego poziomem zapasOw magazynu M, analizowa¢ bedziemy funkcjonowanie
rozwazanego systemu w m kolejnych okresach czasu:

T.T,,...T,.
Niech zatem okresowi 7, odpowiadajg intensywnosci:

ﬂ'g),ﬂ'm 7 ,72'0]—72'0,(1—12 m).

6.1.  Nieekstremalny stan poziomu zapasow.

Funkcjonowanie systemu w przypadku, gdy poziom zapaséw produktu w podsystemie
M spetnia nastgpujacy warunek:

0<z(t)<V,
zostanie scharakteryzowane prawdopodobienstwem nastepujacej postaci:
! (a,t)=P(0<z(t)<a, x()=x, v(t)=u)=[ £ (1) d=. (6.6)
0

dla O<a<V,teT.

Proces v(t) opisujacy funkcjonowanie podsystemu transportowego 7T (praca/awaria),
spetnia nastgpujace zwiazki (zob. relacje (2.5), (2.6) dla procesu x(t) ), czyli nastgpujace
prawdopodobienstwa warunkowe:

P(v(s):OdlatSs£t+r|v(t):0):exp(—7zg’r), (6.7)
P(v(s)=0 dla t<s<t+0, v(t+0)=1, 0<O<z|v(t)=0)=

a 6.8

j (1 exp )) (5

P(v(s):l dlar<s<t+7|v(t )=1):exp(—7zl*’r), (6.9)

P(v(s)zl dla t<s<t+0, v(t+o9):0, 0<9<T|v(t)=l)=

Id(l exp )),

(6.10)

gdzie teT), t+7€eT,.

Prawdopodobienistwa Q! (a,¢) spetniaja nastgpujace zwiazki (analogiczne do relacji
(2.7)-(2.9)) w zaleznosci od stanu, w jakim znajduje si¢ podsystem transportowy 7.

Dla stanu awarii, czyli dla v(t) =u =0 mamy nastepujace prawdopodobienstwa:

0’(0{ t+r):P(0<z(t+r)<a x(t+r):xk, v(t+‘r)=0):

ZJ 00/ 0/ 101 . 1 (6'11)
= |4y (z.05 7,0) 0" (dz,2)+ Iq (zoo; 7,0) 0} (dz,1),

gdzie prawdopodoblenstwa warunkowe sg nastepujace:
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00/

a3 (z.05 r,t):P(x(t) ma jeden skok w 1 +6 e (r,t+7), v(s)=0,

(6.12)
dla se[t,t+‘r], 0<Z—ar<a|x(t)=x‘., v(t)=0)+o](1)(r);
dla izk, 0<a<V, z=z(t)el0.V), tel}, t+reT,,
q,?,fl(z,a;r,):P(x(s):xk, v(s)=0dlar<s<t+z, 0<z-ra<al|
(6.13)

|x(t)=x,, V(’)=0)+of’)(f);

dla 0<a<V,z=z(1)e[0V], teT, t+7€T,
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a (2,05 r,t):P(x(s):xk dla se[s,r+7], v(r) ma jeden skok
w t+0e(ti+t), 0<h(z+x0)—a(r—0)<a|x(t)=x, v(r)=1)+ (6.14)
+01(1)(1);
dla O<a<V,z=z(t)e[0,V], teT, t+7€T,
Za$ dla stanu pracy, czyli dla v(¢) =« =1 mamy nastepujace prawdopodobienstwa:
Qil(a t+7)=P (0<Z(Z+T)<V x(t+47)=x, v(t)zl):

_ 111 1 011 . o1 (6.15)
ZIq,k z,a; 7,1) 0" (dz,1) +quk z,a; 7,1) Q) (dz,1),

gdzie prawdopodoblenstwa warunkowe maja nastepujace postacie:
1

qy' (z,a; 7,t)=P(x(t) majedenskokw t+6¢e(t,t+7),
v(s)=1dla r<s<t+r, (6.16)
0<h(z+6x)+(r—0)x, <a|x(t)=x, v(t):1)+01(1)(r);
dla i#k, O<a</V, z:z(t)e[O,V], tel), t+rel),

ap (z.; T,t)zP(x(s)zxk dla r<s<t+z, v(t)
ma jeden skok w t+6 e(1,1+7), (6.17)
0<h(z—ab)+x, (r-0)<a|x(1)=x, v(t)=0)+ol(l)(r);
dla 0<a<V,z=z(1)e[0,V], teT, t+7€T,

ai (z,a; 1t) = P(x(s)=x,, v(s)=1 dla se[t,r + 7},
O<z+m < a\x(t)zxk, v(t)=1)+of[)(r);
dla O<a<V,z=z(t)e[0,V], teT, t+7€T,

(6.18)

W celu obliczenia prawdopodobienstw (6.11) i (6.15) nalezy wyznaczyé explicite
wzory dla prawdopodobienstw warunkowych (6.12)-(6.14) oraz (6.16)-(6.18). Otrzymuje si¢
je analogicznie, jak relacje (2.13), (2.17)-(2.27).
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6.1.1. Prawdopodobienstwa warunkowe w przypadku stanu nieekstremalnego.

Ze wzorow (2.6), (6.9), (6.16) otrzymujemy nastgpujace prawdopodobienstwa
warunkowe:

(0)
q;' (z,a; ©.1) —o" (r)= exp(—;rl*’z')j%d (1 —exp(—ir,?])ﬁ)), (6.19)
A%
gdzie zbidr A4, po ktorym si¢ catkuje ma postac nastepujaca:
A={0:0<0<7, 0<h(z+0x)+(r-0)x, <af, (6.20)

dla i #k, z=z(t)e[0,V], tel), t+rel,.

Zauwazmy, ze gdy x, >0, x, >0, teT,, t+7€T,, ¢ male, 0<&<7, to zbior 4
jest nastepujacy:
{0:0<h(z+0x)+(z-0)x, <a|={0:z+x0 <V}

N{0:0<z+0(x,—x)+7x, <a}=

V-
:{9:6< Z}m{é’:—z+rxk<6(x[—x,c)<a—z—rx,c}
xi
i moze by¢ rowny, w zaleznosci od rdéznych przypadkow, jak ponizej:
gdy x,—x, >0, z<a—rx,, to mamy zbior 4 rowny: 16:0< 0<w},
X, —Xx,

gdy x,—x, >0, z pozostale, to zbidr 4 réwny: J,

gdy x,—x, <0, z<a-—rx,, wtedy zbiér 4 rowny: {6’:0<9<ﬂ},

X = X
. , a—-z—1x z-1X,
gdy x,—x, <0, z pozostale, wtedy zbior 4 rowny: < 0: L<g< E2
X, — X, X, — X,

Uwzgledniajac wzor (6.20) otrzymujemy, (analogicznie jak w (2.12)) w zaleznoS$ci
od znaku réznicy x; —x, ipoziomu z  r6zne postacie zbioru 4.

gdy x,—x, <0, 0<z<a-—rx,,tomamy: A={60:0<6<1},

ad—Z—TX,
gdy x,—x, <0, a-7x, <z<a-rtx,,to mamy: A:{ez—‘<9<r},
X —X
k

i

gdy x,—x, <0, z pozostale, to mamy: A=,

aA—Z—TX
gdy x,—x, >0, a—7x, <z<a-—7x,,to mamy: A:{0:0<0<—"},
X, — X,

gdy x,—x, >0, 0<z<a-rx,,to mamy: A={9:0<¢9<r},
gdy x,—x, >0, z pozostale, to mamy: A=.
Stad po zastosowaniu wzoru (6.19) dla: i#k, O<a <V, x>0, x,>0,teT,, t+7€T,
mamy rézne postacie prawdopodobienstw:
q;' (z,e; r,t)—ol(l)(r), (6.21)
a wigc, w zaleznoéci od x;, x, oraz z, moga one by¢ rowne, co nastgpuje:

gdy x, >x,, a—r1x, <z<a-rx,,wtedy wynosza one:
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1-z"r ﬂ'i([)m-FO(l) T 0z),
()

gdy x,>x,, 0<z<a-rx,, wtedy wynosza one: (1 - ﬁf/r)ﬁ,.(k”r+o“) (7),

gdy zas$ x, > x,, z pozostale, wtedy wynosi wynoszg one: 0,

gdy x, <x,, 0<z<a-rx,, to wynosza one: (1 - 7[1*11)7[,.(,:)1 +o!) (7),

gdy x, <x,, a—r7x, <z<a-7x,, t0o wynosza one:
(1-75)a) - S0 5 ),

gdy za$ x, <x,, z pozostale, wtedy jest ono rowne: 0.

Analogicznie mozna wykaza¢, ze gdy: O<a <V, tel,, t+7€T,

to prawdopodobienstwa (6.16)-(6.18) oraz (6.12)-(6.14), w pozostatych przypadkach
wyrazajg si¢ ponizszymi wzorami (bedacymi odpowiednikami relacji (2.13), (2.17)-(2.27))

w zaleznosci od réznych przypadkéw w sposdb nastepujacy.
Dla x, >0, x, =0 prawdopodobienstwo:
gy (z,05 5t) 0" () (6.22)
jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponize;j:
gdy 0<z<a-—rx, to wynosi ono: (1 —71']*11')71".(,:)2'-‘1- o' (z),

. . a-z
gdy a—7x, <z <a,to wynosi ono: (1 -7, ’r);rl.(,:)

+o(’)(r; a,z),

gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Dla x; <0, x, >0 prawdopodobiefistwo:

a) (z.a; tt) =0 (7) (6.23)
jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponize;j:

gdy 0<z<—rx,, to wynosi ono: (1 - ﬁf’r);rfk’) ;—?+o(’) (7; 2),

gdy —7x, <z <o —rtXx, , to Wynosi ono: (l—ﬂflf)ﬂ,(;f)f +o! (T)’

. . a—z—1X,
gdy a—7x, <z<a -1, to wynosi ono: (1 -7 ’z’);r[(;) {r —ﬂj +o (75 a,2),
X, — X,
gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Dla x, <0, x, <0 prawdopodobienstwo:

ql.lk” (z,a; r,t)—ol(l) (r) (6.24)
jest rowne, w zaleznosci od réznych przypadkow, jak ponizej:
. . Z+7TX
gdy x, <x,, —7x, <z<-7x,,t0 Wynosi ono: (1 -7 ’z’)zzfp 40 (15 2),
X, — X,
gdy x, <x,, —rx,<z<a-r1x,,t0 wynosi ono: (1 —72';[‘[)72'1.(,(1)2'+0(1) (7).
gdy x, <x,, a—7x, <z<a-TX,,t0 Wynosi ono:
. a-z-1x,
(1—7[111)7[,.(,(]) A 3 A (75 a.2),
X — X

gdy x, <x,, z pozostale, to wynosi ono: 0.
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Ponadto gdy x, >x,, —r7x, <z<-rx,,to jest ono rowne:

(1 —zf’r);rf,f’ (r MRS ]+0(” (7; 2),

X, — X,

gdy x, >x,, —rx, <z<a-rXx,,tojest ono rowne: (l—ﬂf’r)ﬂ,.(,f)r+o(’) (7).

gdy x, >x,, a—7x, <z<a-r1x,,tojest ono rowne:

(l—ﬁflr);r,.(ﬁ) Q27T o0 (73 a2),

X = X
gdy x, >x,, z pozostale, to jest ono rowne: 0.
Dla x, <0, x, =0 prawdopodobienstwo:
q,.l,:[ (z, a, T, t) - ol(’) (z’)
jest rowne, w zaleznosci od réznych przypadkow, jak ponizej:

(6.25)

gdy 0<z<-rx,, to wynosi ono: (l—ﬂflr)ﬂg)_—z+o(l)(r; z),
X

i

’[+0(1)(’[),

gdy —7x, <z <a,to wynosi ono: (1 - ﬂ]*lr)ﬂf;)

X.

gdy a <z<a-rx,,to wynosi ono: (l —71'1*"[)7[[(,([) [r— a-z
gdy za$ z pozostate, to wynosi ono: 0.
I'dalejdla x, 20, x, <0 prawdopodobienstwo:

1 . !
g, (z,05 r,t)—ol( ) (7)
jest rowne, w zaleznosci od réznych poziomdéw z , jak ponizej:

gdy 0<z<-rx,, to jest ono roOwne: (1 —7[1*11)7[1.(,:) (T+

j+o(’) (75 a,2),

(6.26)

Z+7TX !
—k +0()(r; z),
X, — X,

gdy —rx, <z<a—tx,,to jest ono réwne: (1—7zf’r)7z(1)r+o(’)(r),

ik

. . . *]
gdy a—1x, <z <a—rx,, to jest ono réwne: (1 -7, Z')ﬂik

gdy za$ z pozostale, to jest ono rowne: 0.
Dla x, >0 prawdopodobienstwo:

1

!
G (Z,a; T,l)—OI( ) (T)
jest rowne, w zaleznosci od réznych wartosci z , jak ponizej:

(1) oO—Z—TX,

— +ol (75 a,z2),

(6.27)

gdy 0<z<-ra,to wynosi ono: (1 - 72’,({1)1') 7 Z o (7; 2),
a

gdy ra<z<a-—1x,,to wynosi ono: (1 —ﬁ,gl)r)frglr +o (7),

gdy a—rx, <z<a—a,to wynosi ono: (l—ﬁ,@r)zz;’ (r +

gdy za$ z pozostale, to wynosi ono: 0.
Dla x, =0 prawdopodobienstwo:

ap (z,05 7t) —01(1) (7)

jest rowne, w zaleznosci od réznych poziomdéw z , jak ponizej:

ﬂ} +ol (r: a.2),

a+x,

(6.28)
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gdy 0<z<ra,tojest ono rowne: (1 —7[,((’)1)7[31 Z 4o (7 2),
a

gdy 7a <z <a,tojest ono rowne: (1—7[,51)1)7[;17 +o! (z’),

gdy a<z<a+rta,to jest ono rowne: (l—ﬂ,(c’)r)ﬂgl(r+a j+o(1)(r; a,z),

a
gdy z pozostate, to jest ono rowne: 0.
Dla x, <0 prawdopodobiefistwo:

ol

1
al' (z,05 5t)-0" (7) (6.29)
jest rowne, w zaleznosci od réznych wartosci z , jak ponizej:
gdy x, +a<0, ra<z<a+ra,to wynosiono: (l—ﬂi,')r)ﬂo*lr +0"(7),
gdy x, +a<0, z pozostale, to wynosi ono: 0,
. o ZHTX,
gdy x, +a>0, —x,7<z<ar,towynosiono: (1 —ﬂf’)r)ﬂol ERAL/ AL (75 2),
X, +a
gdy x,+a>0, ar <z<a-rx,,to wynosi ono: (1 —ﬁil)r)ﬁ;lr +o (7),
gdy x, +a>0, a—r1x, <z<a+7x,,to wynosi ono:
. a-z-—
(1—7[,21)1)7[01 e+ ZTET TN 0 (7; a.,2)
X, +a
gdy za$ x, +a >0, z pozostale, to wynosi ono: 0.
Dla x, >0 prawdopodobiefistwo:
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a (. tt) =0 (7) (6.30)
jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponize;j:

gdy 0<z<ar,to jest ono rowne: (l—zri,”z’);rl*’ [r+ Z_ar}to(” (T; Z),
X, +a

. , wo—z+

gdy o —7x, <z<a+71x,, to jest ono rowne: (1 - 7[,2”1) at ETETAT L0 (z; a,z2),

X, +a
d . . . (1) *l (1)

gdy ar <z<a-r1x,, to jest ono rowne: (1—7rk r);ro T7+o0 (T),

gdy za$ z pozostate, to jest ono rowne: 0.
Dla x, <0 prawdopodobienstwo:

a (z,a; 5t)-0" (1) (6.31)

jest rowne, w zaleznosci od wartosci dumy x, +a i od poziomu z, jak ponizej:

gdy x,+a<0, ra<z<a+ra,to wynosiono: (1 —72',(:)‘[)72';[2' +0"(7),

gdy za$ x, +a <0, z pozostale, to wynosi ono: 0,

. . ar—z
gdy x, +a>0, —x,7<z<ar,towynosiono: (1—71',((”1')7111(1'— J+o(1)(r; z),
X, +a

gdy x,+a>0, ar <z<a-rx,,to wynosi ono: (l—ﬂ'/gl)f)ﬂ'l*lf+0(1) (7),

gdy x, +a>0, a—r1x, <z<a+7x,,to wynosi ono:
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W)t EZELAT L0 (o,
(l b T)ﬂ'l v a +0'(7; a,z),

gdy za$ x, +a >0, z pozostale, to wynosi ono: 0.
Dla x, =0 prawdopodobienstwo:
a (z,a; 5t)-0" (1) (6.32)

jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponizej:

gdy 0<z<7a,tojest ono rowne: (1 —ﬂ,El)r)ﬂfl (r + Z_GT]+ o) (T; z),
a

gdy ar <z<a,to jest ono rowne: (l—ﬂ',il)‘[)ﬂ']*[z‘ +o! (T),
0.\« O—z+ar

gdy a<z<a+ar,to jest ono rowne: (l—;rk 2')7[1 —+0(1)(T; a,z),
a

gdy z pozostate, to jest ono rowne: 0.
Wzory na prawdopodobienstwo (6.12), (6.13), (6.18):

g (z.a; o) ol (7) (6.33)
przyjmuja rézne nastgpujace postacie, w zalezno$ci od poziomu z .
Zatem, gdy ar <z <ar+a, to jest ono rowne: (1 - ﬂglr) 7z o (),

gdy za$ z pozostate, to wynosi: 0.
Kolejne prawdopodobienstwo:

q (z,05 1.t) -0 (7) (6.34)
jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponize;j:
gdy ar <z<a+ar,to wynosi ono: (1 —7[511)(1 —72'151)‘[)+0(1) (7).

gdy za$ z pozostate, to wynosi ono: 0.
Dalsze prawdopodobienstwo:

g (z,05 o) -0 (7) (6.35)
jest rowne, w zaleznosci od réznych przypadkow, jak ponizej:
gdy x, >0, 0<z<a—1x,,to jest ono rowne: (1 —ﬂf’r)(l —ﬁ]E/)T)+0(/) (7),
gdy x, >0, z pozostale, to jest ono réwne: 0,
gdy x, =0, 0<z<a, to jest ono rowne: (1—7[1*’7)(1 —72',(\,])2') +0"(7),
gdy x, >0, z pozostale, to jest ono réwne: 0,
gdy x, <0, —7x, <z<a-1x,, to jest ono rowne: (1—7zf’r)(l—7z§,”r)+ o (z),

gdy x, <0, z pozostale, to jest ono réwne: 0.

Cztony 0)(z;...), o!"(z) wystepujace we wzorach (6.21)-(6.35) sa w otoczeniu 7 =

wielko$ciami nieskonczenie matymi rzgdu wyzszego niz 7 .

Otrzymane zaleznosci (6.21)-(6.35) zostana wykorzystane w nastgpnym paragrafie

do uzyskania relacji, jakie spetniaja funkcje gestosci £, (z,) w okresie 7.

0
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6.1.2. Gestosci rozktadéow prawdopodobienstwa, a intensywno$ci strukturalnego procesu
zaopatrzenia podsystemu M.

W celu obliczenia prawdopodobienstw:
0} (1)
charakteryzujacych funkcjonowanie systemu w okresie 7, i nieekstremalnym stanie poziomu
zapasOw magazynu M wyprowadze rownania, ktore sg spelnione przez funkcje gestosci
filz,t) dla teT,.
Po  zastosowaniu  wzoréow  (6.6), (6.15) oraz relacji  (6.21)-(6.35)
dla x, >0, tel,, t+7el,, O<a<V , otrzymujemy (zob. analogia z (2.28)-(2.31))

nastepujace prawdopodobienstwa:
O (a.t+7)=[ £ (2.t +7)dz= (6.36)
0

—Z{Iql” (zoa; 7.1) f”(z,t)dz+Q;”({ 1, )q}kll(V,a; ‘r,t)+Q[”({ }s )q,lA”(O,a; r,t)}+

+jq°” zas 7t) [ (20)d+ O (V)i (V. 7.)+ O ({01.0) g (0.0 7.1) =

1 01 1
=A5 AL+ A,
Kazdy z trzech skladnikow sumy: 4., 4/, oraz A, bedzie ponizej oddzielnie
zaprezentowany.

Zatem pierwszy sktadnik Ak , Wynosi:
Ak“l = (6.37)

_Z{Iqlll (z,a;5 7,1) f”(z,t)dz+Qi”({ }s )qll,f’(O,a; z',t)+Qi”({ }s )q,lk”(V,a; r,t)}:

x;20

a-tx;

—2{ [ [(-ae)aleso! (0)] £ (w0 | {(l_ﬁ:%)ﬁfk‘)w+

i#0 a-tx; xi X
x>

+o') (z; a,z)} U (z,0)dz + .T o(/)(r)f;.”(z,t)dz+[(l—ﬂflr)ﬂ,(k)r+0()( )JQ,.”({O},t)+

a-zx;

2o (T)Q,.” ({V} ,t)}+ z {XJW [(1 —ﬂ;’r)iri(k])rJro(l) (T):| ﬁ” (Z,t)dz+

i#k 0
X;<xy

+ f { 1 x r [r—w]+a(1)(r; a,z)}fi”(Z,t)dz+o(1)(T; a,z)+

X, — X,

a-tx;

+ J. S (z0) dz+[(l—7rflr)ﬂ,.(,:)r+o(’)(T)JQ,.”({0},t)+0(')(T)Q}I({V},t)},

a-rtx;

drugi skfadnik sumy 4/, wynosi:
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A= (6.38)

ay (zoa; 7.0) £ (2, t)dz+Q,f’({ 1, )q}d”(V,a; Tt)+

O'—.w

+0! ({0}.1) ') (0.; v7) +jq°” s t) £ (z)dz +
+O ({(V}ot)an (V. 7,0)+ 0/ ({0},1) 4 (0,05 7,1) =

a-Tx;

= .([ |:(1—ﬂ'|*l‘l')(1—71'k) )+0 (z )}fk”(z t)dz+
+ J fA” z,1) dz+Q,1’({ }at ) (1)(T)+Q,1c/({0},t)|:(1—7[;12')(1—72',[(7)+0(1)T:|+

+T[(1_”'(1)’)”51?fkm(Z’f)+0(l)(f’Z)JﬁOI(z,z)dz+

+af [(1 ﬂ'k )7r 40! ( )}f[”(zt dz + j (2) £ (z,0)dz +
+:]: |:(l—ﬂ£1)7)ﬂ;1 (z'+a_ai—_x:x"j+0(/)(z.; aaz):|fk01(2,t)dz+

40! ({r}ut)o" (7: 2)+ 0 ({0}.1) 0" (2).

za$ trzeci sktadnik 4, jest rowny:

A= (6.39)
—Z{jq}k" (z.a; 7.0) £ (z,0)dz+ Q" ({V}.1)q) (V.e; 7,0)+
i#k
x;<0
Qi”({o} )qllk”(oaa; TJ)}=Z{J.{(l—mf’)ﬁg)—z +0'(z; z)}fi”(z,t)dz+
i#k 0 _x,'
x;<0

a-Tx;

+ J. [(l—ﬂf’lr)ﬂi(,j)r+o(l)dfi”(z,t)dz+

—7X;

+ J' { 1 7'\l [,_ij(’)(r; a,z)}f;”(z,t)dz+

a-Tx; xf - xk

Po obustronnym zrézniczkowaniu réwnosci (6.36) wzgledem o i uwzglednieniu
przy tym relacji (6.37)-(6.39), otrzymujemy funkcj¢ gestosci postaci:

i airr)=L gy 4oy d

— A +— A +— A (6.40)
o
gdzie poszczegolne sktadniki dadzg si¢ przedstawic nastepujaco:

k1l k1
da da
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sktadnik pierwszy di A7 , Wynosi:

d +1
a kil =
= I ”‘MT{ZJ{‘f”(z,t)dz+imf” 0()(1, a,z) ' (z,t)dz +
izk X =X a-rx; ’ da a-tx,

+[(1—7r,*'z')7rg)r+o(1)(r)} S (a—17x, t)—o(l) () [ (a—7x,, 1)—

_(1_”1*12_)”“(,{1)Tﬂ11(a_2.x” t)} {_ J ‘r a,z flI(Z t)
ik

a-rtx;
X; <Xy

l O (2 dz =0 (2) £ (a -3, 1)

a-tx;

—(1 —ﬁf’r)ﬂ[(,f)rfi” (a-17x,, t)+[(1 —7[["1)7[1.(,()1 +o" (T):| f(a-rx, t)},

tk
X

d AO]
sktadnik drugi 75— da Wynosi:
d

01 _
Ak,l =

da
:[(lfﬁf'r)(lfﬁ,g))+o (T):|f,‘“(0{ Tx,, 1)

-0"(2) ' (a 7, t)+[(1—ﬁil)r)ﬂg’r+0(1)(r)} V(a—1x,, 1),

. . iA*I .
sktadnik trzeci dg e wynosi:

d
da
—Z{[(l—ﬂl 7))z + 0 (r)]f”(a tx,, 1) -

izk
x;<0

-1 _
Ak,l -

a-rx;

~o"'(z) f' (e —tx,, 1 +— J. (73 a,2) f"(2,1)dz

a-tx;

_1_”lxk { If” z,t)dz - (1 't )ﬂ,krf”(a X, t)}

xi - a—Tx;

Funkcje gestosci f; (a ™, t ), ﬂOI(a—DCk,I), wystepujace w poszczegolnych
sktadnikach relacji (6.40), rozwinmy wedlug wzoru Taylora do wyrazu rzedu drugiego,
nastepnie, po przeniesieniu elementu fk”(a,t) na lewa stron¢ wzoru (6.40) i po podzieleniu
stronami otrzymang réwno$¢ przez r i przejciu do granicy przy z — 0, otrzymujemy
nastepujacy uktad rownan rézniczkowych, ktory w réznych przypadkach jest ponizej
przedstawiony.

W wyniku tych operacji otrzymujemy nastepujacy uktad rownan:
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o' (a.t) _
or
ofl (a,t iy
X, —ka(a )—(ﬁf)+7r1 )fA” (a.t) ;ﬁ,k f(at)+z,) £ (a.t).
dla O<a<V, tel), k=1,2,..,n

(6.41)

Podobnie wyprowadza si¢ relacje (6.41) dla x, <0.

Analogiczne mozna uzyska¢ zwiazki, ktore spetniaja funkcje gestosci £, (e, 7).

Zatem dla nieekstremalnego poziomu zapaséw  z(r) funkcje  gestosei:
Fz,1), £(z,t), spetniaja nastgpujacy uktad réwnan rézniczkowych postaci:

o (z,t) _
o ot (6.42)
=-x, %—(nﬁ’) +7z1*’)fk” (z,t)+27rg)f[” (z.t)+ 7 1 (2,1)
izk
dla 0<z<V, tel, k=L2,..,n
o (21) _
o (o) o (6.43)
—u kaz, _(,,il)Jr,,;I) ;;; (z.t)+ 7 £ (2.1).

dla 0<z<V, tel, k=12,..,n

Zwiazki (6.42), (6.43) zostang wykorzystane, miedzy innymi, do opisu
funkcjonowania rozwazanego systemu w okresie 7, (dla / =1,2,...,m).

6.2.  Stan graniczny dolny poziomu zapasow.

Funkcjonowanie badanego systemu w przypadku, gdy poziom zapaséw z(t) produktu

w podsystemie M spetnia nastgpujacy warunek:
z(t) =0

czyli osigga stan graniczny dolny, opisz¢ za pomoca prawdopodobienstw nastgpujacej

postaci:
i ({0},6)=P(z(t)=0, x(t)=x,, v(t)=u). (6.44)
dlatel;,,u=1Ilubu=0

Prawdopodobienstwa QZI({O},t) spetniaja nastgpujace zwigzki (analogiczne do relacji
(2.36)-(2.38)), w zaleznosci od poziomu u (=1 lub u=0).
Dla u =1mamy:
A’,‘/({O} t+'[):P(z(t+'[):0 x(t+7)=x,, v(t+'[):1):
(6.45)
Jql” 0}; rt)Q” (dz,1)+ Iqo” z,{0}; r,t) Y (dz,1),

gdzie podcaikowe prawdopodoblenstwa warunkowe sa nastgpujace:
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¢ (z,{0}; 7,1)= P(x(¢) ma jeden skokw ¢+ ¢€(t,t+7), v(s)=1 dla

selti+z] h(z+6x)-(c—-0)x, <0|x(t)=x, v(t)=1)+0"(r); (6.46)
izk, z=z(t)e[0,V] teT, t+7eT,

g (z, {0 7,6)= P(x(s)=x,, v(s)=1 dla se[t,t+7]
z+m, <0[x()=x,, v(t)=1)+ 0" (c), (6.47)
z=z(t)el0,V] teT), t+reT,

qu' (2, {O}; 7,t)= P(x(s)z x,, dla selt,t+7],
v(¢) ma jeden skok w 7+6 e (1,¢+7),

(6.48)
h(z—a@)+x,(z-0)<0|x(t)=x,, v(t)=0)+ 01(’)(2');
z=z(t)el0.V] teT, t+reT,
za$ dla u = 0 mamy:
o' ({0}, t+r)=P( (t+7)=0, x(t+7)=x,, v(t+7)=0)=
(6.49)

Zj‘qoot ; - t)QO’ dz t Iqlol 2, }; T,t)Qil(dZ,t),
gdzie podcatkowe prawdopodoblenstwa Warunkowe sa nastepujace:
g2 (2,0} 7,¢)= P(x(¢) ma jeden skok w ¢+ 8 ¢e(t,t+7), v(s)=0 dla
se [t,t + r], z—at<0| x(t): X, v(t): 0)+ 01(’)(7); (6.50)
i*k, z:z(t)e[O,V], teT, t+7eT,

a2 (z, {0}; r,t)=P(x(s)=x,, se[t,t+7] v(s)zO dla selt,t+7]
z—ar <0|x(t)=x,, v(t)=0)+0"(z) (6.51)
z=z(t)e [OV],teT t+rel,

q,tf:'(z,{O} ) ( (s)—xk, dla se[t t+z'],
v(t) ma jeden skok w ¢+8 € (t,t+7),
(z+xA0) a(z’ 6’)<O|x() Xps v(t) 1)+ 0,( )(r);
z=z(t)e [OV]teT,,HTeT

(6.52)

W celu wyznaczenia prawdopodobienstw (6.45), (6.49) opisujacych funkcjonowanie
systemu w przypadku, gdy poziom zapasdw w magazynie osigga stan graniczny dolny,
wyznaczymy explicite wzory dla prawdopodobienstw warunkowych (6.46)-(6.48)
oraz (6.50)-(6.52). Otrzymamy je analogicznie jak relacje (2.41)-(2.48).

6.2.1. Prawdopodobienstwa warunkowe w przypadku dolnego stanu granicznego.

Ze wzorow (2.6), (6.9) otrzymujemy prawdopodobienstwa warunkowe:
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a; (2.{0}: n.1)=
. 7z
= exp(—ﬂ, ’r).[ ﬁfkl)z- d(l - exp(—ﬂf”&))-ﬁ— ol (r),
gdzie zbidr A4, po ktorym si¢ catkuje ma postac nastepujaca:
A={0: 0<0<7z, h(z+0x)+(r-0)x, <0},
i#k, z=2z(t)e[0,V], teT, t+7el,.
Jezeli x, >0, x, <0, teT,, t+7eT,, v male, 0<6 <, tozbidr 4 jest nastgpujacy:
{0: h(z+06x,)+(r—-0)x, < 0} =
:{9: z4+0x,+(7-0)x, SO}G{H: z+0x, <V}

(6.53)

i moze by¢ rowny, w zaleznosci od réznych poziomoéw z , jak ponizej:
gdy z<-7x,, to zbidr 4 jest rowny:

0: 0<o<2=l~lg. g V220
X, =X, X

i

gdy z pozostate, to zbior 4 jest rowny: .
Zatem zbior A ma rdzng postaé, w zaleznosci od poziomu z , jak ponizej:
gdy 0<z<-—rx,,to zbior 4 jest rowny:

A:{Q: osesﬂ}, (6.54)
X, —X,

gdy z pozostale, to zbior 4 jest rtowny: A =O.

Uwzgledniajac we wzorze (6.53) zbioér 4, okre§lony rownoscia (6.54), otrzymujemy
rozne postacie ponizszych prawdopodobienstw:

ql.‘k”(z,{O}; r,t)—ol(l)(r), (6.55)
a wiec, w zaleznosci od réznych poziomow z , mogg by¢ rowne, jak ponizej:
gdy 0<z<-zx,,to wynosza one: (1 —7[;[7)7[‘.(,(1) CRRLTSN0 (75 2),
X, —X,

i

gdy z pozostale, to sa rowne: 0.
Dla x, =0, x, <0 wzor (6.55) uzyskuje si¢ podobnie.

Analogiczne mozna obliczy¢é prawdopodobienstwa (6.46)-(6.48), (6.50)-(6.52)
dla teT7,, t+7 €T, w pozostalych przypadkach. Wyrazaja si¢ one nastgpujacymi wzorami
(bedacymi odpowiednikami relacji (2.41)-(2.48)) w zaleznosci od poziomow wielkosci
X, oraz x,.

Dla x;, <0, x, =0 ponizsze prawdopodobienstwo:
qy' (2.{0}; r,t)—ol(/)(r) (6.56)
jest rowne, w zaleznosci od poziomoéw z , jak ponizej:

gdy 0<z<-rx,, to wynosi ono: (1—7[1*’2')7[1.(,:) [z+£j+0(l) (7; 2),
X.

gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Dla x;, <0, x, <0 prawdopodobienstwo:

ay' (2.{0}; r,t)—ol(l)(r) (6.57)
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jest rowne, w roznych przypadkach, jak ponizej:
. . +
gdy x,—x, >0, —zx, <z<-7x,,to wynosi ono: (1 -7 ’r)zr,.(;) CRALETSO (7 z),
X, — X,
gdy x,—x, >0, 0<z<-rx,, to wynosi ono: (1 —7[;[1)7[1.(,5)2'+0(1) (7),
gdy x,—x, >0, z pozostale, to wynosi ono: 0,
gdy x,—x, <0, 0<z<-7x,, to wynosi ono: (1 —ﬂf’r)ﬂf,f)r +0"(7),
. « +
gdy x,—x, <0, —rx, <z<-rX,,t0 Wynosi ono: (1—72'] lz’)ﬂi(,f) [T _ﬂ}_o(l) (r; z),

gdy x,—x, <0, z pozostale, to wynosi ono: 0.
Dla x, >0, x, - dowolne oraz 0<z <V, prawdopodobienstwo spetnia nastgpujaca rownosc:

g5 (z, {0}; z',t) =o!" (7); (6.58)
I dalej, dla x,, x, dowolnych poniZsze prawdopodobiefistwo:
ql.?:”(z,{O}; r,t)—ol(]) (7) (6.59)

jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponize;j:

gdy 0<z<ar,to wynosi ono: (1 —ﬁg’r)ﬂfk”r +0"(7),

gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Kolejne prawdopodobienstwo:

gy (2.{0}; 7.t) =0 (7) (6.60)

jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponizej:

gdy 0<z<ar,to jest ono rowne: (1 —ﬁglf)(l —72',((1)1') +o (Z'),

gdy z pozostate, to jest ono rowne: 0.
Z kolei dla x, <0 prawdopodobienstwo:

' (2.40}; 7.t)-0" () (6.61)

jest rowne, w zaleznosci od poziomu sumy a + x, oraz wartosci z, jak ponize;:
gdy a+x,<0, 0<z<ar,towynosi ono: (1 —ﬁzl)r)ﬁf’r +0"(7),
gdy a+x, <0, z pozostale, to wynosi ono: 0,

edy a+x, >0, 0<z<-x,7,towynosi ono: (1 —ﬂ,(f)r)ﬂf’r +0"(2),
gdy a+x,>0, —x,r<z<ar,to wynosi ono: (1—7[,(:)2')72'1*[ 2 o0 (z; 2),
a+x,

gdy a+x, >0, z pozostale, to wynosi ono: 0.

Dla x, >0 ponizsze prawdopodobienstwo:
' (2.40); 7.t)-0" () (6.62)
jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponize;j:
*l

gdy 0<z<ar,to wynosi ono: (1—72';:[‘!')72'1 M_Z-ro(”(r; z),
X, +a

gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Dla x, =0 kolejne prawdopodobienstwo:

' (2.40}; 7.t)-0" () (6.63)
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jest rowne. w zaleznosci od poziomu z , jak ponize;j:

. , . war—z
gdy 0<z<ar,to jest ono rowne: (l—ﬂklf)ﬂll +0(I)(T; z),
a

gdy z pozostate, to jest ono rowne: 0.
Dla x, >0 oraz 0<z <V ponizsze prawdopodobienstwo wynosi:

a,' (2,{0}; 7.t)= o (7); (6.64)
Dla x, <0 ponizsze prawdopodobiefistwo:
q,‘c,:’(z,{O}; r,t)—ol(l)(r) (6.65)

jest rowne, w zaleznosci od poziomow z , jak ponizej:
gdy 0<z<-rx,, to wynosi ono: (1 - 7[,(([)1')(1 —72'1*11') +0"(7),

gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Zasdla x, >0 oraz 0< z <V prawdopodobienstwo to spetnia nastgpujacy warunek:

q,?k”(z,{O}; T,t)—ol(l)(r):o; (6.66)
Dalej dla x, =0 nastgpujace prawdopodobienstwo:
i (z.40}; 7.0) =0/ (7) (6.67)

jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponize;j:
gdy 0<z<ra,towynosiono: (1 - ﬂ,E])T)ﬂ(;I [r —ij +o! (73 2),
a

gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Dla x, <0 prawdopodobiefistwo to:

q,?k” (z, {0}; T, t) - 01(1) (T) (6.68)
jest rowne, w zalezno$ci od poziomu sumy a+ x, oraz z, jak ponizej:
gdy a+x, <0, 0<z<ar, tojest ono rowne: (1 —IZIEI)T)H;[T +o! (z’),
gdy a+x, <0, z pozostale, to jest ono rowne: 0,

gdy a+x, >0, 0<z<-x,7,tojest ono rdwne: (1 —ﬁ,fl)r)ﬁglr +o"(7),

. . . Z+7TX
gdy a+x, >0, —x,r<z<rta,to jestono rowne: (l—ﬂ,fl)r)ﬂol (T - £ j+o(l) (7; 2),
a+x,

gdy a+x, >0, z pozostale, to jest ono rowne: 0.

Sktadniki 0)(z;...), 0)(r) wystepujace we wzorach (6.55)-(6.68) sa w otoczeniu
7 =0 wielko$ciami nieskonczenie malymi rzedu wyzszego niz 7 .

Zwigzki (6.55)-(6.68) wykorzystam w nastgpnym paragrafie do uzyskania relacji,
jakie spelniaja prawdopodobienstwa (6.44) opisujace funkcjonowanie badanego systemu
w okresie 7, w przypadku, gdy poziom zasobow osigga stan graniczny dolny.

6.2.2. Stan graniczny dolny, a intensywno$ci strukturalnego procesu zaopatrzenia
podsystemu M.

Celem obliczenia nastepujacych prawdopodobienstw:

0/ ({0}1), 1T,
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wyprowadzone beda réwnania, ktore one spetniaja w okresie 7,.

W  wyniku  zastosowania wzoru (6.45) oraz zaleznosci (6.55)-(6.68)
dla —a<x, <0, tel,, t+7eT, otrzymujemy (zob. analogia z (2.49)) nastgpujace

prawdopodobienstwa:

0 ({0}.1+7)=
_z{;qw 0}; £.0) £ (1) e+
+0! ({0} 1) 4! (0.0} w.o)+ 0 (V] )il (V-{0) o)+ (¢ 60
+jq°” 200} 7ur) £ (2.0)dz + O ({0}.) g (0.{0}; 7.6)+

O ({V}.)al (.10 .1)-
_AH +A01 +A—1

k>
Kazdy z trzech skladnikow sumy: 47 , A4}, oraz A4, bedzie nastepujaco
przedstawiony.
Pierwszy sktadnik wynosi 4, )

47, =
—Z{ 0 (2(0): £.0) £ (2u1)dz+ 0" ({0}.0) gl (0.40): )+
+0!' ({r}.0) 4 (V.{0}: z.0)f =
—z{’f[(l ) S| )i s [0 (2) 1 (2

i#k 0 i

+0) ({0} ,t){(l - ﬂf’r)ﬂ,.(,f)r %4— o (1)} +0) ({V} ,t)o(l) (1)},

kolejny, drugi sktadnik A,(‘, Wynosi:
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o1 _
Ak,l =
4

:J‘q,l(,l'(z,{O}; r,t)f,(”(z,t)dz+QAl,’({ } )q,lc,i’(V,{O}; T,t)+

+0,' ({0}.1) gy’ (0.{0}; z.1) Iqml 2,{0}; 7.0) ;" (z.0)dz +
+0 ({7}.1)a (V.{0}; =, )+Q,f’({0} )q,?,:’( A0} 7,1)=
= -(’];A[(1—72',(([)2')(1—EI*IT)+O(1)(T):|f”(Zt dz+ J fk”(z t)dz+

[ (1-atle) (=)o () (10}.0) 4o ()Y (1) .0) ¢
+;[XA [(1 —ﬂé’)r)ﬂg’r +o! (r)}f,f” (z.0)dz+

" ]“ [(1-702) 3

X

_ ;i’;k)+0(l) (T; z):|fk0’(z,t)dz+

+J‘ fk(” zt dz+ 0" (T)Qfl({ } )+Qf’({0},1‘)[(1—ﬂil)r)ﬂ;’r+o(1)(7)},

trzeci za$ sktadnik Ak,, jest rowny:
A=

_Z{J' 11/( ; Tt)fll(z t)dz+Q”({ } )q1/‘11(0,{0}; 2_’t)_’_

+0/" ({r}.1)q) (v.{0}; r,t)} =y {]j [(1—71';[2')72',.(,:)T+0(1)(2'):| £ (z.0)dz +

i=k 0
X2 X

i . Z+7x /A
+ I {(1—7{1’1)7[,(,:))%—_):4—0(1)(1; z)}fl”(z,t)dz-i— I o (7)1 (z,1)dz +

—7X; —7x;

+Q'” ({O}’t)[(l—ﬂl*lr)ﬂ'.“)r+o(1) (T)J +0(1)(T)Qi” ({V},t)}+
*Z{ [ [(-mr) o (2)] (2 )t +

. J- {(l_ﬂ_;lr)”i(k/)[T_ﬂj-ro(l)(f; Z):|ff”(zat)dz+

Xy
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Przeniesmy teraz na lewa strong wzoru (6.69) wielko§¢ Q' ({0} ,t). Po obustronnym

podzieleniu otrzymanej réwnos$ci przez 7 i przejsciu do granicy przy z — 0 otrzymujemy
nastepujace pochodne czastkowe:

20} ({0}.1)
ot B
=70 ({0}.1)~ (= ‘)w’)Q“({ow)—xkﬂ'(ow (6.70)
+2 0 (o)) + X0 ({0}.1) .

Poniewaz wystepujace w powstzym wzorze skladnik dla x, >0 spelniaja

nastepujacy warunek:
0/ ({0}.1)=0

zatem wzor (6.70) mozna zapisa¢ w prostszej postaci.

Dla x,+a<0 i x,=0 relacje (6.70) otrzymuje si¢ podobnie. Analogiczne
wyprowadza si¢ odpowiednik zwiazku (6.70) dla prawdopodobienstw Q7' ({0}, t).

Funkcjonowanie badanego systemu w przypadku, gdy poziom zapaséw w M osiaga
stan graniczny dolny, opisane jest zatem prawdopodobiefstwami Q) ({0},t) spetiajacymi
nastepujacy uktad rownan rézniczkowych:

20;' (10}.1) _
ot B
=7,/ 00 ({0} )= (7" + 7" ) OF ({0},1) = x £ (0.1) + (6.71)
+ZQ”( bo)rl, x, <0, teT,
0I({0})=0, x, >0, 1T, (6.72)
20;" ({0}.1) _
ot B
=20} ({0}.1)— (7" + 7' ) OF' ({0} 1) + af” (0.1) + (6.73)

+>.0"({0}.0)zY), kel2,...n, tel,.
izk
Zwigzki te zostang wykorzystane, migdzy innymi, do opisu dziatania badanego

systemu gospodarowania zapasami w okresie 7, .

6.3.  Stan graniczny gorny poziomu zapasow.

Funkcjonowanie badanego systemu w przypadku, gdy poziom zapaséw produktu
w podsystemie M spetnia warunek:

Z(t) =V
czyli osiaga stan graniczny dolny, opiszemy za pomocg prawdopodobienstw
nastepujacej postaci:
(7)) =P(z(t) =V, x(t)=x,, v(t)=u). (6.74)
dlatel,u=1lubu=0
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1l

Prawdopodobiefistwa O}

do relacji (2.55)-(2.57)) w zaleznosci od poziomu u (u =1 lub u=0).
Dla u =1, mamy:

Q,](’({ }, t+r)=P( (t+7)=V, x(t+7)=x,, v(t)zl)z
—qu,‘k” ;7.1) 0/ (dz,t) +Iq,?,3’ 2{V}ie,) Q) (dz.t),
gdzie podca%kowe prawdopodobienstwa warunkowe sg nastepujace:
q[.lk”(z,{V};r,t)z P(x(t) ma jeden skok w i +6 e (1,1 +7),
v(s)=ldlase[t,t+7], h(z+0x,)+x, (1 -6)2V|
|x(t)=x, v(t)=1)+0,(l)(r); i#k,z=z(1)e[0,V], teT, t+7eT,

qy{](z,{ 1t ) P(x s)=x,, v(s)=1dlase[tr+7],

z+x02V|x(1)=x,, v(1)= 1)+01(l()zzz(t)e[O,V],te]},t+z’eTl,

ay (z,{V};r,t):P(x(s):xk dlase[nt+7],
v(t) ma jeden skok w1 +8 e(t,t+7), h(z—ab)+x, (1 -0)>V |
|x(1)=x,, v(t)=0)+01(1)(r);z z(t)e[0,V], teT, t+7eT,

Zasdla u =0 mamy:
o' ({r}.1)=0,k=12,....n
dla k=1,2,...,n

W celu obliczenia prawdopodobienstw (6.75) opisujacych funkcjonowanie systemu
w przypadku, gdy poziom zapaséw w magazynie osigga stan graniczny gorny, wyznaczymy

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

({ },t) spelniaja nastgpujace zwiazku (analogicznie

explicitewzory dla prawdopodobienstw warunkowych (6.76)-(6.78). Otrzymuje si¢ je

analogicznie jak relacje (2.59)-(2.65).

6.3.1. Prawdopodobienstwa warunkowe w przypadku gbrnego stanu granicznego.

Po zastosowaniu wzorow (2.6) oraz (6.9) otrzymujemy prawdopodobienstwo

warunkowe:
a' (2{V}int)=

= exp(—zrf’r)];%d(l —exp(—;rf”@))+ o (z),
gdzie zbidr A, po ktérym catkuje si¢ oznacza, co nastepuje:
:{9:0<9<r, h(z+9x,.)+(r—«9)xk2V},
i#k, z=z(t)e[0,V], tel, t+rel,
Jezeli x, >0, x, >0, teT), t+reT), r male, 0<6 <, to zbidr 4 ma postac:
{0:h(z+0x)+(r-0)x, 2V} ={0:2+0x,+(z-0)x, 2V}
N{0:z+0x, 2V} 0{0:2+0x,+(7-0)x, 2V} {0:2+0x, <V}

(6.80)

93



Powyzszy zbior jest nastgpujacej postaci, w zaleznosci od znaku réznicy x, —x, :

dla x, —x, >0 zbiér 4 ma posta¢ nastepujaca:

{ezezm}m{{ezw V_Z}U{G:GZ V_Z}},
X, —X, X X,

za$ dla x, —x, <0 zbidér 4 ma postac¢ nastgpujaca:

{ezesﬂ}m{{ezw V_Z}U{H:GZ V_Z}}.
X, — X, X X

Moze on by¢ réwny, w zaleznoSci od réznych warto§ci réznicy x, —x,

oraz poziomow z, jak ponizej:
gdy x,—x, <0, V—1x, <z<V —1x,, to zbior 4 jest réwny:

{9:9<m}u{9:02V_2},
X, — X, X,

gdy x,—x, <0, V—1x, <z, to zbior 4 jest réwny: {6’:0<9<z’},

gdy x,—x, <0, z pozostale, to zbidr 4 jest rowny: &,
gdy x,—x, >0, V—1x,<z<V —1x,, to zbior 4 jest rowny:

{H:V_Z_Tx" <0<V_Z}u{9:92 V_Z},
xi

X, =X, X,

i

gdy x,—x, >0, V—7x, <z, to zbior 4 jest rtowny: {#:0< 6 <1z},
gdy x,—x, >0, z pozostale, to zbidr 4 jest rowny: .
Zatem zbidr 4 ma rézng posta¢, w zaleznosci od wielkoSci réznicy x, —x,
oraz poziomu z , jak ponizej:

V—z—
gdy x,—x, <0, V—1x, <z <V —7x,, to mamy: A={9:0<¢9<Z—Tx"},
X, — X,

gdy x,—x, <0, V—7x, <z<V, to mamy: A={6’:0<¢9<T},
gdy x,—x, <0, z pozostale, to mamy: 4=,
V—z—
gdy x,—x, >0, V—rx, <z<V —r1x,,to mamy: A:{Q:M«ﬁkr},
x[_xk
gdy x,—x, >0, V—rx, <z<V ,tomamy: 4={0:0<0<7},
gdy x,—x, >0, z pozostate, to mamy: 4=0.

Stad oraz ze wzoru (6.80) otrzymujemy rézne postacie ponizszych
prawdopodobienstw:

g (z.{V};m.t)+ 0", (6.81)
ktore, w zaleznosci od wielkosci x, —x, oraz pozioméw z, moga by¢ rowne, jak ponizej:

gdy x,—x, <0, V—7x, <z<V —1x,, to s3 one rowne:

(1 —ﬂflr)ﬂ[(k[) —V;z_—xrxk +o (7:2),
i k

gdy x,—x, <0, V—rx, <z <V, to s3 one rowne: (l—ﬂflz')ﬂ,.(,f)r+o(’) (7).

gdy x,—x, <0, z pozostale, to s3 one rowne sg one réwne: 0,
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gdy x,—x, >0, V—1x, <z <V —7x, , to 53 one rowne:

(1 —ﬂflr)ﬂi(,f) (r _—V;z_—xrxk }+ o (r;z),
i k

gdy x,—x, >0, V—7x, <z<V ,to sa one rowne: (l—ﬂflr)ﬂf,f)r+o(l) (r),

gdy x,—x, >0, z pozostale, to s3 one rowne: 0.

Analogicznie mozna wyznaczy¢ prawdopodobienstwa (6.76)-(6.78)
dla t €7, t+7 €T, w pozostatych przypadkach. Wyrazaja si¢ one nastgpujacymi wzorami

(bedacymi odpowiednikami relacji (2.59)-(2.65)) w zaleznosci od pozioméw wielkosci x,,

a takze poziomow z .
Dla x, <0, x, =0 oraz 0 < z <V prawdopodobienstwo to spetnia nastgpujgcg rownos¢:

q) (z,{V};r,t) =o!" (7). (6.82)
Dla x, >0, x, = 0 prawdopodobienstwo to:
ay' (2.7} ;T,t)fol(’) (7) (6.83)

jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponizej:

X.

gdy V —1x, <z <V, to wynosi ono: (l—ﬂflr)zzf,f)(r—V_Z]+0(l)(r;z),
gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.

Dla x, <0, x, >0 ponizsze prawdopodobiefistwo:

g (z.{r}ir.t) -0 (7) (6.84)
jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponize;j:
A0V 2270 | 0 (1,2),
X, — X,

i

gdy V —7x, <z <V, to wynosi ono: (1—7[1*11)

gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.
Dla x, <0 i 0<z <V prawdopodobienstwo to spetnia nastepujaca rownos¢:

gy (2.7 }s7.t) =0 (7). (6.85)
Dla x, >0 ponizsze prawdopodobienstwo:
g (2.{V}i7.0) -0 (1) (6.86)

jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponizej:
gdy V —zx, <z <V, to wynosi ono: (1 —nf/r)(l —72'1((1)2') +o! (7:2),
gdy z pozostale, to wynosi ono: 0.
Dla x, <0 i 0<z <V prawdopodobienstwo to spetnia nastepujaca rownosc:
gy (247 }in.t)=0" (7). (6.87)
Dla x, >0 prawdopodobienstwo to:
q/?,:’(z,{V};T,t)—ol(z)(r) (6.88)
jest rowne, w zaleznosci od poziomu z , jak ponizej:

. o Z+ -V
gdy V —7x, <z <V, to wynosi ono: (l—ﬂf,])z')ﬁo[ ZTNRTE L0 (7;2),
X, +a

gdy z pozostate, to wynosi ono: 0.

Dla x, <0, x; - dowolnei 0<z <V prawdopodobiefistwo to spetnia nastepujaca rownosc:
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q,.l,:[(z,{V};r,t) =0](l)(r). (6.89)
Sktadniki o" (7) , o) (7) . o) (7;z) wystepujace w relacjach (6.81)-(6.89)
sa w otoczeniu 7 =0 wielko$ciami nieskonczenie matymi rzedu wyzszego niz 7.
Zwigzki (6.81)-(6.89) wykorzystamy w nastepnym paragrafie do otrzymania réwnan,
jakie spelniaja prawdopodobienstwa (6.74) opisujace funkcjonowanie badanego systemu
w okresie 7, w przypadku, gdy poziom zapaséw osigga gorny stan graniczny.

6.3.2. Stan graniczny gbérny, a intensywnos$ci strukturalnego procesu zaopatrzenia
podsystemu M.

W celu obliczenia nastepujacych prawdopodobienstw:
¢ ()
wyprowadzone bedg rownania, ktore one spetniaja w okresie 7;.

W  wyniku zastosowania wzoru (6.75) oraz zaleznosci  (6.81)-(6.89)
dla x,>0,tel, t+7€l, otrzymujemy (zob. analogia zZ (2.66))

F(V)evr)=
:Z{Iq}kl’(z,{V};z’,l)ﬁ”(z,t)dZ+
+0' ({0}.0) g (0.7} s2.0)+ 0 (P} t)ay! (V. {7 }s20)f +
+qu;’(z,{V};T,t)ﬁff(z,t)dﬁg,sl({o},,)qg;f (0.7 ir.0)+
+0) (V}at)ay (Vv }seat)=

+1 01 -1
= Ak,l + Ak,l + Ak,[’

nastepujace prawdopodobienstwa.

(6.90)

Kazdy z trzech skladnikow sumy: 4 , A4 oraz A4, bedzie nastgpujaco
przedstawiony.
Pierwszy skiadnik 4, wynosi:
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41=
k{qug' )£ (20 dz+
+0" ({0}, )qlkl](z bint)+ Q! (V1)@ (V.7 }smt)) =

_ Z{ J’&om(,)ﬁu(z,t)dﬁ j[(l_,,]*,),[k \Vz—mx,

i%k 0 V-rx, X~ X

+o(1)(r)Jf,.”(z,t)dz+ T [(l—ﬁflr)ﬁf,f)r+0(l)(T)Jf;1/(Z,t)dz+

V-rtx;

+0!' ({0} ,t)o(l) (r)+0" ({r} ,t)[(l —ﬁ;lr)ﬁi(,f)r +o) (r)}} +

0 i, X T X

+0(1)(T;Z):|f”(zl dz+ I [ 1- ﬂf’r)ﬂf,f)r-i—o(l)(r)}f,.”(z,t)dz+

—TX;

w0l (}.)[ 1 T),,;;mw(,)w(T)Q,u({o},f)},

kolejny, drugi sktadnik 4", wynosi:
A=

I U (V) izt) £ (2.0)dz+ O ({0),0) gl (0,47 }iot) +

+Q,y({V},) “’ V.4 Iqo” 2 {V}tt fko’(z t)dz+
+Q/?I({ } )q,(()]\ll(o’{ } )J"Q/?l({ } ) 011( , Z't

V—rx;

)=
- [ @A e | [t i-alr) o ()W(
(<]

l\]

1) dz

0 V—rx;

0/ ({0}.1)o" '+ 0 ((1}.0) [ (1-7"7) (1-7") +0"
+f[(1_,,g),),,;zw+o ()}fk‘”(ztdz+Q,?’( )0

X, +a

+

+0,' ({V} ,t){(l —ﬂIEI)T)”;/ LI () (1)},

r T a

trzeci za$ sktadnik A, | jest réwny:

+Z{ J oo e | {(l—ﬂi”f)n}k’) [T_m}
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-1 _
A/\',l -

-2 {jq;;l(z,{V}; ) £ (2,0)dz+ 0" ({01,6) gl (0,{V}: 7.0)+

0

%<0

<0 ((r}a)al (v.17): m)}:;{T"(”(T)ﬁ”(z,r)dz+

+ J {1 7'\l %+o()(r;z)}fi”(z,t)dz+
i k

V—rx; i

0" ({0.1)0" () 40" ({7} ,t){@ 7)) o o (T)}}

X =X

Przenie$my teraz na lewa strong wzoru (6.90) wielkos¢ O} ({V} ,t). Po obustronnym

podzieleniu otrzymanej rownosci przez 7 i przej$ciu do granicy przy 7 — 0 otrzymujemy
nastepujace pochodne czastkowe:
oo ({r}.1) _

ot N
= O ({(V}.1) = (”k w1 )0l ((7).0)+ 6.91)

a+x

xS (V) + ZLQ,,” ((r}.0)al).

izk X —X;

i

x>0

Biorac pod uwage fakt, ze w powyzszym wzorze skfadniki dla x, <0 spetniajg
nastepujacy warunek:

0! ({1).1)=0

oraz zwigzek (6.79), wtedy wzor (6.91) mozna zapisaé w prostszej postaci. Relacje (6.91)
dla x, =0 otrzymuje si¢ analogicznie.

Funkcjonowanie badanego systemu gospodarki zapasami w przypadku, gdy poziom
zapasOw osigga stan graniczny gorny opisane jest zatem prawdopodobienstwami Q,':I ({V} ,t)
spetiajagcymi nastepujacy uktad rownan rézniczkowych:

o0 ({r}.1)

ot
=5 S (V) =2+ 2O (V) + (6.92)
+ZQ”( ) ‘k,xk>0 teT,
O/ ({V}.1)=0,x, <0, t T, (6.93)
o' ({r}.)=0,k=12,....n. (6.94)

dla k=1,2,...,n, teT,.
Relacje te zostana wykorzystane, mig¢dzy innymi, do opisu dziatania badanego
systemu w okresie 7, (I =1,2,...,m).
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7. Probabilistyczny opis funkcjonowania systemu logistycznego S(s?).

Wiyniki przedstawione w paragrafach 6.1, 6.2 i 6.3 wykorzystam tutaj do uzyskania
stochastycznego opisu dzialania badanego systemu logistycznego wspomagajacego centrum

ushug (rys. 8) w przypadku, gdy wejscie w(t) podsystemu M jest procesem strukturalnym
(system S(st)).
Funkcjonowanie rozwazanego systemu w okresie 7, (/=1,2,...,m) charakteryzuje

nastgpujacy uklad réwnan rozniczkowych  odpowiednio: na  funkcje  gestosci
prawdopodobienstwa f;" (z,7) oraz funkcje gestosci prawdopodobienstwa f," (z,1):

af,;”(z,t)i
o
ofl (z,t .
—x, ka( )_(ﬁl(c/)+”l/) ; (Z t) (7.1)
+27r U (z0)+ 7y £ (2.0);
ik
dla 0<z<V,teT, k=12,...,n
o (1) _
o
ofY (z,t o\
:a%_(ﬂyuﬁ;) O (z,0)+ (7.2)

+Zﬁ,.(,f)f,.°’ (z.t)+ 7 [ (2.1);

i#k
dla 0<z<V, tel, k=12,...,n (zob. wzory (6.42), (6.43))

oraz na prawdopodobienstwa odpowiednio ;’({O},t) oraz prawdopodobiefistwa

0/
k

Dla x, <0, ¢t € T, mamy nastgpujaca postac:

({0} ,t) , ktore przyjmuja ponizsze postacie.

20; ({0}.1) _
ot
= 1,0 ({0},0) (=" + 7" ) OF ({0} 1) + (1.3)

_xk.fk” Ot ZQU( )

ik
<0

za$§ dla x, >0, t € T, prawdopodobiefistwo to wynosi:
! ({0}.1)=0; (7.4)
zkolei dla Q" ({0} ,t) mamy nastepujaca postac:

20;" ({0}.1) _
ot -
=m0} ({0},1)~ (=" + 7 ) O ({0} 1) + (1.5)
+af," (0,6)+ Y. 0" ({0} )72'1{,(1],

izk

99



dla k=1,2,...,n, t €T, (zob. wzory (6.71)-(6.73)) .
Ponadto dla x, >0, ¢ € 7, mamy nastgpujaca postac:
oo ({r}) _
ot
:xkﬁ,”(V,t)—(iri,') +7r1*1) (7)) + (7.6)

XAGRET
x;20

za$ dla x, <0, # € 7, mamy nastgpujgce rownosci:

! ({7).1)=0; (7.7)
oraz
v ({7).e)=0. (7.8)
dla k=1,2,...,n (zob. wzory (6.92)-(6.94))

Uktad rownan (7.1)-(7.8) przedstawia matematyczny model systemu logistycznego
wspomagajacego centrum ustug w przypadku strukturalnego procesu dostawy produktu
S (st) .

W praktyce wazne sa rowniez nastgpujace warianty tego modelu:

1) Intensywnosci 7z, 7" procesu wejscia podsystemu i sg stale,

TG o
Czyll 7oy” =Ty, Ty =75

ponadto funkcje:
()= 120, g (fohr) = gr({ohe), O () =2 (1))
zaleza od czasu w okresie 7, U7, U...UT, .

2) Intensywnosci ﬁf,:), 7' procesu wejScia podsystemu M zaleza od okresu T,

ale funkcje:
d(z0)=10(2). o (o) =00 ({0}), o ({r)u)=ar (i)
nie zalezg od czasu w okresie 7.
3) Intensywnosci 7zl.(,f) , 7" procesu wejécia podsystemu M sg state:
) =, 7 =7
oraz funkcje:
d(z0=£(2) ot (o) =ar({oh). o (7)) =0 (i)
nie zalezg od czasu w okresie 77U T, U...UT, .
Model (7.1)-(7.8) dla wariantu pierwszego 1) przyjmuje roézne postacie w zaleznosci
od znaku x, .
Tak wigc dla 0<z<V, k=12,...,n funkcje f;(zt) spelniaja nastepujacy uklad
rownan rézniczkowych:
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6fk1 (z,t) 3
o

=—xk%—(ﬁk +7zl*)fkl(z,t)+

+Z:7rikfil (z.t)+ 7 [ (2,1);
i#k

za§ dla 0<z<V, k=12,...,n funkcje f’(z,) speliaja nastepujacy uklad rownan

rozniczkowych:
¥(=1) _
ot
0
:aafk(gzt) ( +7Z'o)fA z,t) zﬂzkf 2,t) +7[1f"(2 f)-
)z ik

Ponadto dla k =1,2,...,n funkcje O, ({0},t) dla x, <0 spelniaja nastepujacy uktad
rownan rézniczkowych:
00, (10}.1) _
ot
=70; ({0}, )—(”k+7ff)Ql({0}”)+
_xkfk ZQ ( ) T

i#k

%<0
za§ dla x, >0 funkcje O, ({0} ,t) przyjmuja warto$é zero:
0, ({0}.¢)=0.

Z kolei dla k=1,2,...,n funkcje Q; ({O}t) spetniajg nastepujacy uktad réwnan

o0, ({0}.1) _
ot
=70, ({0} ,;)_(ﬂk +;z;)Qf ({0}.¢)+af (0.1) +;Qi° ({0}.1) 7,

Ponadto funkcje O, ({V},t) dla x, >0 spelniaja nastepujagcy uklad roéwnan

rézniczkowych:

rozniczkowych:
oo ({r}.1)
ot
=5y (V) ~(me+ 2 )G ({7}.0)+
+;Q; ({(r}.0)z,:

x;20

za§ dla x, <0 funkcje O, ({V},t) oraz Q] ({V},t) przyjmuja nastepujace wartosci:

o ({V} ,t) =0 oraz Q) ({V} ,t) =0.
Dla wariantu drugiego 2) model (7.1)-(7.8) sprowadza si¢ dla 0<z <V, k=1,2,....,n
do nastepujacej prostszej postaci:
dla funkcji f," (z) mamy postac:
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() £ zn,k R (2)
oraz dla funkeji /" (z) mamy postac:

adfk(”(z) _
dz

(”IE)"'”O )fkm Z”rk ”1 fl\”( )

i#k

I dalej dla x, <0 dla funkcji 0} ({0}) mamy postac:
0 ({0})=
=7+ 7" ) 0F ({0})+ x £ (0)+
-2 ({0})

x;<0

za$ dla x, >0 dla funkcji 0} ({0}) mamy postac:

o/ ({0})=0

Ponadto dla k£ =1,2,...,n mamy réwnos¢:

ﬂf’Qi’({O})=
=(#l )0l ({oh) -er" (0)- 20" ({0}
Dla x, >0 funkcje f, (V) spetniaja nastepujaca zaleznos¢ od O ({V}):
x5 ' (V)=
=(=+ ")l (7)) -2 o ((r)) =

x;20

Warto zauwazy¢, ze dla k =1,2,...,n oraz x, <0 mamy nastgpujace rOwnosci:

Q;’({V})zo oraz Qf[({V}):O.

Model (7.1)-(7.8) dla wariantu trzeciego 3) przyjmuje dla 0<z<V, k=1,2,...,n

postaé nastepujaca:
dfk‘( i (2) _

Xy

(ﬁk+7rl )fk Z”xkf ”gfko (Z);

i#k

oraz dla funkcji f;’(z) mamy postac:

dﬁf’( )

(7[ +7zl)fA Z/Z’lkf V=7, [ ().

i#k

I dalej dla x, <0 dla funkcji O] ({0}) mamy postac:



70, ({0}) =
= (”k + ”I*)Qk] (10})+x.£ (0)- 2 0/ ({0}) 7

za$ dla x, > 0la funkcji O} ({0}) mamy posta¢:

0:({0})=

7.0, ({0})=
=(m+ )01 ({0}) e’ (0)- 207 ({0})
Dla x, >0 funkcje £, (V) spetniaja nastepujace zalezn0501 od o ({r })
% fi (V)=
=(mem)ol((r)-20 () m

x>0

Ponadto dla £ =1,2,...,n mamy réownos¢:

Warto tez zauwazy¢, ze dla k =1,2,...,n oraz dla x, < 0mamy nastgpujace rownosci:
o ({V}) =0 oraz Q) ({V}) =0.

Matematyczny opis dziatania badanego systemu w wersji strukturalnego procesu
dostawy produktu S (st) wyrazony relacjami (7.1)-(7.8) lub jednym z trzech podanych wyzej
wariantow tych relacji, zostanie dalej zastosowany do wyznaczenia prognoz ilosciowych tego
systemu.

Moga by¢ one wykorzystane przez podsystem zarzadzania do zwickszenia

efektywnosci funkcjonowania tego systemu, a zarazem usprawnienia dzialalnosci centrum
ushug.

8. Prognozowanie charakterystyk opisujacych dzialanie systemu
logistycznego S(s?).

W celu wyznaczenia prognoz charakterystyk badanego systemu nalezy przyjaé,
ze teT, NT, ,gdzie T, oznacza horyzont prognozy i-tej prognozowanej wielkosci.
Jezeli w systemie S (sl) w chwili # wystapi zdarzenie losowe W, postaci:
- wielkos¢ w(r) produktu dostarczanego do podsystemu M, za pomocg podsystemu
transportowego7 jest mniejsza od zapotrzebowania a odbiorcy O, czyli:
w(t) <a
a zawarto§¢ z (1) magazynu M wynosi zero, czyli:
z (t) =0
i podsystem 7 pracuje, czyli u =1
- lub zawarto$¢ z(r) magazynu M wynosi zero, czyli:
z (t) =0
i podsystem 7 nie pracuje, znajduje si¢ w stanie awarii, czyli u =0,
to odbiorca zmuszony jest do korzystania z innych zrodetl zaopatrzenia lub ograniczenia
wilasnej dziatalno$ci. Prowadzi to do strat w badanym systemie, czyli strat odbiorcy.
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Prawdopodobienstwo wystapienia takiego niekorzystnego zdarzenia oznaczmy przez:
w =P(W,).
Prognoze¢ 1 (7) prawdopodobienstwa deficytu podazy produktu dla odbiorcy O
w przyszlej chwili ¢ obliczam za pomoca nastepujacego wzoru:
v‘vl(z)zZOQ;M({0},:)+ZQ§”’({0},;). 8.1
Niekorzystny stan badanego systemu S (st) w chwili ¢ zwigzany jest roéwniez
z innym zdarzeniem losowym W, kiedy:
- wielkos$¢ w(t) produktu dostarczanego do podsystemu O, za pomocg podsystemu
transportowego T, przekracza zapotrzebowanie a odbiorcy O, czyli:
w(t) >a
a podsystem T znajduje si¢ w stanie pracy (u =1) i magazyn M jest zapetniony,
czyli:
u=1i z(t) =V
- lub podsystem transportowy 7 nie pracuje (u#=0), czyli znajduje si¢ w stanie
awarii 1 magazyn jest pusty, czyli
u=01z (t) =0.
W tym przypadku podsystem produkcji P (nadawca) nie ma mozliwosci przestania
swojego produktu do odbiorcy O. Prowadzi to réwniez do strat w systemie, czyli

strat nadawcy.
Oznaczmy przez w, prawdopodobiefistwo tego, takze niekorzystnego, zdarzenia:

w, =P(W,).
Prognozg W, (t) prawdopodobienstwa strat nadawcy (podsystemu P) w przyszlej

chwili ¢t wyznaczam z nast¢pujacego wzoru:

i (0)= 30 (17]0)+ e (1.0 2)

x>0

Wielkosci (8.1), (8.2) sa wiec prognozami charakterystyk oceny stopnia strat
produkcyjnych odpowiednio:

odbiorcy O (charakterystyka w,)inadawcy P (charakterystyka w,).

Jako charakterystyke oceny stopnia wykorzystania magazynu M w chwili ¢
w badanym systemie S (st) mozna przyja¢ prawdopodobienstwo zdarzenia losowego W,
postaci:

- poziom z(t) wypelnienia magazynu jest dodatni, ale mniejszy od V', czyli:

0<z(t)<V
i podsystem transportowy 7 znajduje si¢ w stanie pracy (u =1)

- lub podsystem M jest w stanie posrednim, czyli:
0<z (t) <V
i podsystem 7 nie pracuje, czyli jest w stanie awarii («=0).
Niech, podobnie jak poprzednio, w, oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia W;:
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w, =P(W,).
Prognoze v?g(t) charakterystyki oceny stopnia wykorzystania podsystemu M

w badanym systemie w przysztej chwili ¢ obliczymy z nastepujacego wzoru:

Wy (1)=20" (V.0)+ 2.0 (V.1). (8.3)

Z matym prawdopodobienstwem w przysziej chwili ¢ nalezy oczekiwal strat
nadawcy, czyli podsystemu P lub wystapienia deficytu podazy produktu dla odbiorcy O,
gdy warto$¢ prognozy (8.3) jest bliska jednosci.

Jezeli zas warto$¢ ta jest bliska zera, to z duzym prawdopodobienistwem w chwili ¢
nalezy oczekiwac strat nadawcy P lub deficytu u odbiorcy O, co ilustruje rys. 18

Ws
: : =
0 < w; w, = ]
duze prawdopodobienstwo strat nadawcy P male prawdopodobiefistwo strat
lub deficytu podazy odbiorcy O nadawcy P lub deficytu podazy

Rys. 18. Prawdopodobienstwo deficytu podazy produktu lub strat nadawcy dla S(s?).

Stany graniczne oraz stan posredni poziomu zapasOw w magazynie M mozna
prognozowac za pomoca nast¢pujacych wzorow:
gdy ma miejsce stan graniczny dolny zapaséw w M, to prognoza w, wynosi:

W, (1)=>.0" ({0}.1). (8.4)
u,k
gdy ma miejsce stan graniczny gorny zapasow w M, to prognoza w; wynosi:

Wy (1) :%Q;’" ({r}.0). (8.5)

gdy za$ zrealizowany jest stan posredni zapasOw w M, to prognoza w, wynosi:

Wb(t):ZTﬂ”"(z,t)dz, 0<c <c, <V. (8.6)

u,k a
Wzbr (8.4) okresla prognoze w, (t) prawdopodobienstwa wystapienia dolnego stanu

granicznego poziomu a zapaséw magazynu M, czyli stanu zerowego wypelnienia magazynu
w chwili ¢, tj. dla:

w(1)=0
natomiast relacja (8.5) oznacza prognozg W, (t) prawdopodobienstwa gornego stanu
granicznego poziomu zapasow a podsystemu M, czyli stanu maksymalnego wypekienia
magazynu w chwili ¢, tj. dla:

W(t) =V.

Prawdopodobienstwo stanu nieekstremalnego poziomu zapasow magazynub M
w chwili 7, czyli dla:
0<w(r)<V

mozna prognozowac za pomocg wzoru (8.6).
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Wielko$¢ podazy produktu podsystemu P oraz stany, w ktorych moze znajdowac si¢
podsystem transportowy 7' mozna prognozowac z uzyciem kolejnych wzorow.
I tak prognoza poziomu y, podazy produktu wyraza si¢ nastgpujagcym wzorem:

W, (1) = Zu:Q,j”’ ({0},t)+ZM:Q;’”’ ({V},r)+zu:I/;‘"’ (z.t)dz, (8.7)

za$ prognoza stanu u (u =1 lub u =0) podsystemu 7 wyraza si¢ kolejnym wzrorem:
Vv
W, (1) = z{ ({0h )+ O ({7 hae)+ [ A (z,t)dz}. (8.8)
k 0

Prognoz¢ W, (t) prawdopodobienstwa, ze poziom podazy produktu w przysziej chwili
t bedzie wynosit y, obliczamy ze wzoru (8.7), a prognozg W (t) prawdopodobienstwa
stanu u podsystemu transportowego 7' w przysztej chwili ¢, czyli dla u =1, gdy podsystem
T pracuje oraz dla u =0, gdy podsystem T nie pracuje — znajduje si¢ w stanie awarii —
na podstawie wzoru (8.8).

Dwuwymiarowy proces (Z(t), v(t)) charakteryzuje funkcjonowanie podsystemu M
oraz podsystemu transportowego 7. Mozna zatem prognozowa¢ prawdopodobienstwo zajscia
w przyszlej chwili ¢ nastgpujacych zdarzen losowych:

—  stan poziomu zapasOw magazynu M nie jest ekstremalny, czyli dla:

O0<z (t) <V
i podsystem transportowy 7 znajduje si¢ w stanie u :
u=1-praca lub u=0 —awaria,

— poziom zapasOw podsystemu M osigga stan graniczny dolny — magazyn

jest pusty, czyli dla:
z (t) =0
i podsystem transportowy 7 znajduje si¢ w stanie u :
u=1 —praca lubu =0 — awaria,
— poziom zapasOw magazynu M osigga stan graniczny goérny — magazyn
jest zapetniony, czyli dla:
z (Z‘) =V
i podsystem T znajduje si¢ w stanie u :
u=1 —praca lub u=0 — awaria.

Prognozy te nozna wyznaczy¢ kolejno za pomoca nastgpujacych wzoroéw:

dla prognozy stanu nieekstremalnego mamy nastepujaca relacje:

iy (1) =X [ 7 (20) e, 06 <, <, (8.9)
s

dla u=1 lub u=0,
dla prognozy stanu granicznego dolnego mamy nastepujacy wzor:

W (£) =;QL"”({0},1), (8.10)

dla u=1 lub u=0,
oraz dla prognozy stanu granicznego gornego mamy kolejny wzor:

W () =20 ({V}.0), (8.11)
dla u=1 lub u=0.
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Proces ( y(t), v(t)) opisuje podaz produktu y(t) podsystemu P oraz funkcjonowanie
v(t) podsystemu transportowego 7. Prognoze prawdopodobiefistwa zajécia w przysziej
chwili ¢ zdarzenia losowego: podaz produktu podsystemu P osigga stan y,, a podsystem
transportowy T znajduje si¢ w stanie u# ( u=1 — praca, u=0 — awaria), obliczamy
Z nastgpujacego wzoru:

o ()=08 (0} 08 (1)) £ (20 (.12

Z kolei proces (z(t), y(t)) charakteryzuje funkcjonowanie z(l) magazynu M
oraz podaz y(t) produktu podsystemu P.
Prognoze prawdopodobienstwa zajscia w przyszlej chwili ¢ nastgpujacych
zdarzen losowych:
—  stan poziomu zapasOw magazynu M nie jest ekstremalny, czyli dla:
0<z(t)<V
a podaz y(t) produktu podsystemu P osiaga stan y,, czyli dla:
y (t ) =DVi»
— poziom zapaséw podsystemu M osigga stan graniczny dolny — magazyn
jest pusty, czyli dla:
z (t) =0
a podaz y(t) produktu podsystemu P stan y, , czyli dla:
y (t ) =Vi»
— poziom zapaséw podsystemu M osigga stan graniczny goérny — magazyn
jest zapeliony, czyli dla:
z ( t) =V
a podaz y(t) produktu podsystemu P stan y, , czyli dla:
y (t ) =Vi»
mozna obliczy¢ kolejno za pomoca ponizszych wzorow:
dla nieekstremalnego poziomu 0<z(r)<V zapasow i poziomu y(¢)=y, mamy
nastgpujaca prognoze:
W (¢ j 1" (2,0) dz+.|. 1 (2,)dz, (8.13)
)=0 zapasow i poziomu y () =y, mamy:
({0}.1)+ 0" ({0}.2), (8.14)

=V zapasow i poziomu y(r)=y, mamy:

dla stanu granicznego dolnego z(t

W ()= 0"
dla stanu granicznego gornego z(
Ws () =0 ({7}.0)+ 0" ({7} 1) (8.15)
Funkcjonowanie z () magazynu M, wielkosci y(¢) podazy produktu podsystemu P
oraz dziatanie v(t) podsystemu transportowego 7 charakteryzuje trojwymiarowy proces:
(0. »(0) v(0)-
Prognoze prawdopodobienstwa zajscia w przyszlej chwili ¢ nastgpujacych zdarzen
losowych:
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—  stan poziomu zapasOw magazynu M nie jest ekstremalny, czyli dla:
O0<z (t) <V
podaz produktu podsystemu P osiaga stan y,, czyli dla:

y (t ) =Vi>
a podsystem transportowy 7 znajduje si¢ w stanie u, czyli dla:
u=1-praca lub u=0 —awaria,
— poziom zapasOw podsystemu M osigga stan graniczny dolny — magazyn
jest pusty, czyli dla:

z(t) =0,
podaz produktu podsystemu P ma stan y,, czyli dla:
y(t) =Yi»

a podsystem transportowy 7 jest w stanie u , czyli dla:
u=1-praca lub u=0 —awaria,
— wielko$¢ zapasOw magazynu M osigga stan graniczny goérny — magazyn
jest zapetniony, czyli dla:

z(t) =V,
podaz produktu podsystemu Pma stan y,, czyli dla:
J’(t) =Vis

a podsystem transportowy 7 jest w stanie u, czyli dla:
u=1-praca lub u=0 —awaria,
mozna wyznaczy¢ kolejno za pomocg wzoréw:
dla poziomu zapasow 0 < z(1) <V ipoziomu y()=y, mamy nastepujgcg prgnoze:

Wi (1) = Tfk‘”” (2.1)dz, (8.16)

dlau=1 lub u=0,
dla poziomu zapasow z(7) =0 i poziomu y(¢) =y, mamy kolejng prognoze:

W, (£)=0" ({0}.1), (8.17)
dlau=1 lub u=0,
oraz dla poziomu zapaséw z(¢)=V i poziomu y(r)=y, mamy prognozg postaci:

W (1) =0 ({7}.1), (8.18)
dlau=1 lub u=0.
Prognozy (8.1)-(8.18), charakterystyk opisujacych funkcjonowanie badanego systemu
w przypadku strukturalnego procesu dostawy produktu, obliczamy na podstawie modelu
(7.1)(7.8) dla I=m . Jezeli t¢T, i t>t, dla kazdego ¢,€T, oraz teT , to w celu

wyznaczenia tych prognoz postgpujemy analogicznie jak w rozdziale 5.
Podkresli¢ nalezy, ze prognozy (8.1)-(8.18) budowane sg tak, ze ich warto$ci w sposob

explicite zaleza od parametrow systemu: 7., 7", V. a.

1
Takie podej$cie umozliwia $ledzenie zmian trajektorii warto$ci prognoz w zaleznosci
od zmian warto$ci tych parametrow, a wigc — przewidywanie zmian w funkcjonowaniu
badanego systemu logistycznego wspomagajacego centrum ustug.
. . Iy ’ ! . ’ .. eq v
Poniewaz na warto$¢ parametrow: 7r,.(k) , 7. maja wplyw rowniez czynniki

u

organizacyjne (wymienione w rozdziale 4), zatem stwarza to rowniez mozliwos¢ prowadzenia
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analizy wplywu racjonalizacji elementéw organizacyjnych na wartosci badanych
charakterystyk systemu (zar6wno w aspekcie prognostycznym, jak i — nieprognostycznym),
a zatem na efektywnos¢ dziatalnosci centrum ustug.
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ZAKONCZENIE

Ze wzgledu na wzrost samodzielnosci podmiotow gospodarczych, funkcjonujacych
w warunkach rosngcej konkurencji, konieczne staje si¢ wprowadzanie istotnych zmian
w sposobach zarzadzania nimi oraz w metodach sterowania poziomem konkurencyjnosci
przedsiebiorstw logistycznych. Nowoczesny, innowacyjny proces podejmowania decyzji
wymaga opracowywania obiektywnych rozwigzan, ktore uzyskiwane sg na podstawie
wynikéw analizy wiarygodnosci informacji.

Rozwigzania te otrzymuje si¢ czesto dzieki zastosowaniu matematycznego
modelowania oraz odpowiednich metod matematycznych pozwalajacych na racjonalizacje
gospodarowania w wielu obszarach dziatalno$ci. Ztozonos¢ procesu zarzadzania pociaga
za sobg niezbednos$¢ coraz szerszego ich stosowania; przestaje bowiem wystarcza¢ intuicja
i doswiadczenie decydentow.

Niniejsza praca po$wigcona jest badaniu systemow logistycznych wspomagajacych
centrum ustug funkcjonujacych w réznych obszarach gospodarki. Doktadniej — przedmiotem
badania jest system logistyczny, ktorego podsystemami sa: podsystem produkcji (P),
podsystem transportowy (7) oraz magazyn-zbiornik (M) i odbiorca (O) w centrum ustug
(CU). Wykorzystano tu podejscie modelowe i prognozowanie stanowiace podstawe
wykorzystania symulacji komputerowych w logistyce.

W pracy przedstawitam wiasne, nowe wyniki badan, dotyczace probabilistycznego
opisu rozwazanego systemu logistycznego wspomagajacego centrum ustug oraz ilosciowe
charakterystyki tego systemu. Opis ten uzyskany jest w czterech wariantach: zaréwno
w przypadku, gdy poziom zapasoéw podsystemu M sterowany jest zagregowanym procesem

dostawy produktu (S (za)) (rozdziat 2, 3 czesci II), jak i w przypadku, gdy poziom ten

sterowany jest niezagregowanym procesem dostawy produktu (S (st)) (rozdziat 6, 7 czgsci

II). Opisy te uwzgledniaja zarowno dynamik¢ parametrow procesu podazy produktu przez
podsystem P, dynamike¢ parametrow procesu opisujacego funkcjonowanie podsystemu
transportowego 7, jak i rozne warianty dziatania podsystemu M.

Otrzymane stochastyczne autorskie opisy funkcjonowania systemu logistycznego
wspierajacego centrum uslug umozliwiaja wyznaczenie zdefiniowanych ilosciowych
charakterystyk tego systemu, np. charakterystyk ,waskiego gardla”, wskaznika oceny
deficytu podazy produktu dla odbiorcy O, wskaznika oceny strat produkcyjnych nadawcy P,
wskaznika oceny stopnia wykorzystania podsystemu M w badanym systemie, wskaznikow
dotyczacych wystgpowania barier w podsystemie M, wskaznika opisujacego poprawnoscé
zaprojektowania systemu (rozdziat 4, 5, 8 czesci II).

Wyniki badan przedstawione w czgsci 1l pracy w rozdziatach 2, 3, 6, 7 daja rowniez
mozliwo§¢ wyznaczenia prognoz okreslonych charakterystyk funkcjonowania systemu
logistycznegi (rozdziat 5, 8 czgsci II). Prognozy te moga wplynaé na czynniki, od ktorych
W sposob istotny zalezy poziom gospodarczej i finansowej konkurencyjnosci przedsigbiorstw
logistycznych.

Warto podkresli¢, ze w przedstawionym podej$ciu metodologicznym zaréwno podane
charakterystyki ilo$ciowe systemu, jak i ich prognozy, zaleza explicite od parametrow
systemu, co jest niewatpliwie zaletg takiego podejscia. Umozliwia ono obserwowanie zmian
warto$ci tych wielkosci w zalezno$ci od zmian warto$ci parametrow badanego systemu.
Mozna wigc oddziatywaé na te wartoSci — zardbwno w aspekcie prognostycznym,
jak i nieprognostycznym, a tym samym zwigkszaé efektywno$¢ funkcjonowania systemu
logistycznego w celu podwyzszenia jego konkurencyjnosci,

Mozna takze przeprowadza¢ analiz¢ wplywu racjonalizacji elementow
organizacyjnych catego systemu, ktore maja wptyw na parametry procesu podazy produktu

110



przez podsystem P oraz na parametry funkcjonowania podsystemu transportowego 7'
i na warto$¢ zdefiniowanych charakterystyk, co dostarcza dodatkowych przestanek
dla racjonalizacji dziatania systemu wspomagajacego centrum ustug.

Rozpatrywany system logistyczny wspomagajacy centrum uslug jest na tyle
uniwersalny, ze moze on by¢ zastosowany wszechstronnie w r6znych obszarach gospodarki.

Przedstawione w pracy moje autorskie probabilistyczne opisy dynamiczne
funkcjonowania analizowanego systemu logistycznego, ilosciowe charakterystyki dziatania
tego systemu oraz ich prognozy sa narzedziami, za pomoca ktorych mozna badaé
i optymalizowa¢ efektywno$¢ dziatania rozwazanego systemu, a zarazem centrum ustug
i wptywaé w ten sposob na poprawe konkurencyjnosci podmiotu.

Tego typu narzedzia tworza dla programistow podstawy teoretyczno-metodologiczne
budowanych symulacyjnych programéw komputerowych informatycznego wspomagania
procesu decyzyjnego. Rozwinigciem systemow wspomagania decyzji sa systemy doradcze,
nazywane rowniez ekspertowymi, ktore sa przyszloscia zarzadzania. Systemy te, oprocz
zadan zwigzanych z przygotowaniem 1 opracowywaniem danych potrzebnych do
podejmowania  biezacych decyzji, coraz czg$ciej zawieraja zadania zwigzane
z podejmowaniem decyzji gospodarczych i finansowych.

Uzyskane wyniki badan sa zilustrowane na przyktadzie dwustanowego procesu
podazy produktu. Otrzymane sa wzory wyrazajace explicite zaleznos$¢ charakterystyk systemu
od parametréw systemu oraz dokonane sg ich analizy.

Przedstawiony jest takze przyktad liczbowy, w ktorym dla okreslonych parametrow
systemu wyznaczone sg wskazniki oceny strat produkcyjnych systemu (odbiorcy O
i nadawcy P), wskaznik oceny stopnia wykorzystania podsystemu M, wskazniki opisujace
stany graniczne (bariery) podsystemu M wraz ze sprawdzeniem poprawnosci zaprojektowania
systemu.

W celu zilustrowania rdéznicy podejs¢ metodologicznych do zagadnienie
konstruowania prognozy podany jest przyktad wyznaczenia prognozy procesu opisujacego
wielko$¢ wydobycia wegla w kopalni odkrywkowej z zastosowaniem elementow analizy
harmoniczne;j.

W przypadku, gdy parametry procesu podazy produktu przez podsystem P
oraz procesu opisujacego funkcjonowanie podsystemu transportowego 7' nie sg znane, nalezy
dokona¢ ich oceny na podstawie proby.

Zauwazmy, ze gdy liczba standow procesu podazy jest mata, to wykorzystanie
w praktyce uzyskanych wynikéw badania nie przedstawia wiekszych trudnosci — mozna
wtedy przy uzyciu metod analitycznych otrzymaé interesujace nas relacje wyrazajace
explicite odpowiednie wielkosci bezposrednio za pomoca parametréow badanego systemu.

W przeciwnej sytuacji, a wigc gdy liczba stanow procesu podazy produktu jest duza,
zachodzi konieczno$¢ zastosowania techniki komputerowej wspomaganej odpowiednimi
metodami numerycznymi z wykorzystaniem przedstawionego w pracy postgpowania.

W pracy przedstawitam rozwiazanie nast¢pujacych zagadnien:

1) uzyskanie probabilistycznego opisu badanego systemu logistycznego
wspomagajacego centrum ustug w przypadku, gdy poziom wypelnienia
podsystemu M sterowany jest zagregowanym procesem dostawy produktu
(S (za)).

Opis ten:

po pierwsze:

— uwzglednia zaréwno dynamike parametréw procesu podazy produktu przez
podsystem P, jak i — r6zne warianty dziatania podsystemu M,

po drugie:
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— daje mozliwo$¢ skonstruowania i wyznaczenia iloSciowych charakterystyk
funkcjonowania systemu S (za) ,

po trzecie:

— umozliwia uzyskanie prognoz charakterystyk opisujacych dziatanie systemu
S (za),

2) okresdlenie i wyznaczenie ilosciowych charakterystyk waskiego gardla systemu
S (za) oraz innych wskaznikow opisujacych dziatanie 1 poprawno$é
zaprojektowania tego systemu,

3) uzyskanie prognoz procesow charakteryzujgcych funkcjonowanie systemu S (za),

generowanych zbudowanym opisem probabilistycznym,
4) otrzymanie stochastycznego opisu rozwazanego systemu logistycznego
wspomagajacego centrum ustug w przypadku, gdy poziom wypekienia

podsystemu M sterowany jest strukturalnym procesem dostawy produktu (.S (st) ).

Opis ten posiada ww. cechy podane w punkcie 1), czyli dla S(za) oraz

uwzglednia explicite parametry (wraz z ich dynamika) podsystemu
transportowego 7T,

5) okreslenie wskaznikéw opisujacych funkcjonowanie systemu S (st) , zaleznych
od parametroéw tego systemu,
6) uzyskanie prognoz charakterystyk opisujacych dziatanie systemu S (st) R

generowanych zbudowanym modelem.

Dzigki zaproponowanej mojej autorskiej nowej, prekursorskiej metodyce obliczania
prognoz (zob. rozdz. 5 i 8) — opartej na dwoch autorskich dynamicznych modelach
probabilistycznych (zob. rozdz. 3 i 7) opisujacych funkcjonowania SL wspomagajacego CU —
istnieje mozliwo$¢ budowy prognoz usprawniajacych zarzadzanie CU. Prognozy takie zaleza
od parametrow dziatania systemu, a to daje mozliwo$¢ analizy jakosci zarzadzania CU
oraz badania konkurencyjnosci przedsigbiorstw logistycznych za pomoca korekty wartosci
tych parametrow, a takze mozliwos¢ zastosowania komputerowych technik symulacyjnych.

Prognozy tych charakterystyk (procesow) pozwalaja $ledzi¢ w czasie jako$¢ dziatania
CU za pomocg korekty wartoéci parametréw, od ktorych te prognozy zaleza. Ponadto zadajac,
w odpowiednio zbudowanym programie informatycznym, rozne wartoSci parametrow
badanego systemu mozna uzyskiwaé odpowiednio rézne komputerowe symulacje dotyczace
funkcjonowania centrum ustug, a tym samym dokonywaé wyboru najbardziej optymalnych
wersji dla zapewnienia efektywnosci procesu decyzyjnego podczas zarzadzania centrum ustug
w celu poprawy gospodarczej i finansowej konkurencyjnosci przedsigbiorstw logistycznych.
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